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XV. 


SUI FONDAMENTI DELLA TEORIA 
DELLE EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI 


«Memorie della Società Italiana delle Scienze (detta dei XL)», serie III, 
vol. VI, n. 8, anno 1887 (*). 


PARTE PRIMA. 
INTRODUZIONE 


I. Nell'analisi la derivazione e l'integrazione si considerano come le due 
operazioni infinitesimali fondamentali; esse si definiscono in modo indipen- 
dente l'una dall'altra e si dimostra che l'una operazione è inversa all'altra. 

Il mezzo che mi son proposto per studiare le equazioni differenziali lineari 
parte dalla considerazione di due analoghe operazioni fondamentali infinite- 
simali le quali rispettivamente dànno il passaggio dagli integrali fondamen- 
tali di una equazione differenziale lineare ai coefficienti della stessa ed 
inversamente dai coefficienti della equazione differenziale agli integrali 
fondamentali. 


2. Eccomi ad esporre in succinto come si ottengono tali operazioni. 
Se sopra una variabile qualunque z si eseguiscono successivamente due 


LR 


, 


) ció 


sostituzioni lineari i cui coefficienti sono rispettivamente | mia 
I,» I/ 


a : è : (Ea, ? : 3 
equivale ad eseguire una sola sostituzione (o, e che si usa chiamare il pro- 
2 , 02 


Mi): 
aa) 


P , ^ -l- PS d Aj (1) ^ 
Y2 > DA l Ya, 83 


dotto delle due. Si scrive 
E noto che, se 


si avrá in generale 


(*) Presentaia dai Soci E. BETTI ed E. FERGOLA. 


(1) Ora ed in seguito il segno == starà a significare differente. 
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Prescindiamo dalla variabile x sopra cui debbono eseguirsi le sostituzioni 
e consideriamo soltanto le relazioni fra i coefficienti delle sostituzioni. Suppor- 
remo le sostituzioni a determinante uguale ad 1. 


3. Dalla operazione fondamentale considerata del prodotto di due sosti- 
tuzioni possono farsi dipendere come casi particolari la somma, la moltipli- 
cazione, la sottrazione e la divisione ordinarie. 

Infatti, come è noto, avremo 


pa ee E dtp) 


&, O B,o af , O 

aud TRI ET "RU. 

diu ' B "28 
n m, ran 
ETE SL Mor 
AT E 

a, O B,o 5:9 

I I p» B 

0,7] org 0v 


4. Supponiamo ora di avere una sostituzione i cui elementi siano fun- 
zioni di una variabile: chiameremo la sostituzione funzione di quella varia- 
bile, e se gli elementi saranno funzioni continue si chiamerà pure contínua 
la sostituzione. Mediante tale considerazione si passa subito ad ottenere una 
operazione infinitesimale colle sostituzioni. 


: aua : ; A : 
Infatti, se y 74 e una sostituzione continua di x, avremo che le due 
, 


sostituzioni 

fa. ð a, b\-3 
(D te : P C P i 
e 

a,bh1i/a,b 
(IT) ^ dix » yp i 


quando Ax tenderà a zero, tenderanno indefinitamente verso la identità in 
modo che, sotto certe condizioni, le sostituzioni (I) e (II) potranno rispettiva- 
mente scriversi, col trascurare infinitesimi d’ordine superiore al primo, 


A roc Ax y Br Ax 
| Yi Ax ,1+ dr: Ax)” 


(a Ba Ax | 
Ya Ax ,1+8 Az]? 


essendo 
s , DI da , E 
TE; à: t DEA 8; 
due sostituzioni funzioni di x. 
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Queste operazioni fondamentali infinitesimali le chiamerò rispettivamente 


z i stria , 3 s tiw (a, d 
derivazione a sinistra e a destra della sostituzione primitiva " : í 
, 


Analogamente partendo da una sostituzione 
je, 
de ni ,x+$ =0, 


(a determinante eguale o no ad uno) funzione di x definita in un intervallo 
(f-- +9), considereró questo intervallo diviso in x parti 4,,4,,---,4,. For- 
merò i due prodotti: 


(1 + & Ap, Br ln ) e di dad Ba A2 O Bri | 
| Ya An (ar rut Y2 ha , 1+ 82 ha) \ MEZ 1249: Ax 


Ida, Br Ar Iu + X2 Ja, B2 A2 IE x I 4- X, lt, B, An ) 
| Yı kx sI1+ dr Y2 ha 14-82 %2 i ( Yn An ,I4- 8, As 


in cui (n Y) rappresenta il valore della sostituzione per un valore di x com- 


S: S aP 


preso nell'intervallo 4;. Considererò quindi i limiti, se esistono, di questi due 
prodotti quando %,,%,,---,A4n vanno indefinitamente impiccolendo e chiamerò 
rispettivamente i due limiti ¿mtegrale destro e integrale sinistro della sostitu- 


zione C 4 nell'intervallo (£- - -9). 


Dimostrerò che le due operazioni della derivazione e della integrazione 
delle sostituzioni possono ritenersi come operazioni inverse. 

Esse fanno parte di quella classe di operazioni infinitesimali a cui allu- 
devo fin da principio; perché, come dimostrerò, dànno appunto 7/ passaggio 
dagli integrali fondamentali di una equazione differenziale del second’ordine 
ai coefficienti della stessa e inversamente dai coefficienti agli integrali fonda- 
mentali. 

Per ottenere la generalizzazione delle stesse operazioni al caso di una 
equazione differenziale d'ordine x, basterà considerare uña sostituzione 


Di s 0,5 ,* Arm | 
S 


od NEL ag " 


di ordine x ed estendere, come è facile, a questa le due operazioni fondamen- 
tali di derivazione e di integrazione. 

In altri termini 21 calcolo differenziale ed integrale relativo alle sostituzione 
ci fornisce la teoria generale delle equazioni differenziali lineari. 


5. Se si tien presente quanto dicemmo nell'art. 3 si vede che la deriva- 
zione e la integrazione ordinaria, come pure la derivazione logaritmica e la 
sua operazione inversa, possono ritenersi casi particolari della derivazione 
e della integrazione di sostituzioni. 
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6. Nella prima parte di questo lavoro mi occupo dello studio delle due 
operazioni fondamentali, a cui ho accennato precedentemente, sulle sosti- 
tuzioni funzioni di variabili reali. 

Nel $ 1 studio le derivate delle sostituzioni del secondo ordine, le condi- 
zioni per la loro esistenza, le loro proprietà e le regole per la derivazione dei 
prodotti di sostituzioni. 

Il $ 2 è relativo alla integrazione delle sostituzioni e alle relazioni che 
passano fra la derivazione e la integrazione. 

Nel $ 3 mi occupo delle sostituzioni funzioni di più variabili e dei loro 
differenziali del primo e del secondo ordine e trovo le condizioni affinché 
una espressione differenziale data per sostituzioni sia un differenziale esatto 
d’una sostituzione. 

Il $ 4 si riferisce alla integrazione delle espressioni differenziali, e nel 
$ 5 si trova un cenno circa alle variazioni delle sostituzioni. 

Nel $ 6, dopo definita la integrazione multipla, viene dato un teorema che 
trasforma l’integrale curvilineo di una sostituzione in un integrale doppio; 
da questa trasformazione risulta la condizione di monodromia di una sosti- 
tuzione funzione di due variabili ottenuta integrando un differenziale esatto. 

Nel $ 7 viene eseguito un breve studio sopra una sostituzione di due 
variabili che gode di proprietà analoghe al parametro differenziale secondo 
di una funzione. 

Questi primi sette paragrafi (per rendere più semplice la esposizione della 
presente teoria) sono relativi alle sostituzioni del secondo ordine, la generaliz- 
zazione ad una sostituzione di ordine x viene eseguita nel $ 8. 

Nelle parti che faranno seguito alla presente verranno considerate le so- 
stituzioni funzioni di variabili complesse. Per esse vale un teorema analogo 
a quello di CAUCHY relativo ai residui. 

Si considereranno poi le sostituzioni algebriche, cioè quelle sostituzioni 
monodrome sopra una superficie di RIEMANN e che non posseggono che poli, 
ed i loro integrali. Si ottiene in tal modo una classe di sostituzioni che chiamo 
sostituzioni abeliane e che per le loro proprietà possono dividersi in varie 
categorie. Queste sostituzioni hanno la proprietà di essere definite sopra una 
superficie di RIEMANN sezionata mediante i tagli normali, in modo che i due 
valori della sostituzione alle due rive di ciascun taglio si ottengono l’uno 
dall’altro moltiplicando a destra, o a sinistra, o da ambo le parti uno dei 
due valori per sostituzioni costanti lungo ciascun taglio o ciascuna porzione 
di taglio compresa fra nodi consecutivi. 

Faranno seguito alcune analogie fra i teoremi delle funzioni algebriche 
e degli integrali abeliani e le proprietà delle sostituzioni algebriche e abeliane 
le quali resultano da uno studio sul teorema di ABEL. 

Verranno poi considerate alcune classi speciali di sostituzioni abeliane. 

Finalmente un’ultima parte riguarderà l'applicazione dei resultati tro- 
vati alla teoria delle equazioni differenziali lineari e mostrerà appunto il nesso 
di questa teoria con quella della derivazione e della integrazione delle sosti- 
tuzioni. 
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PRELIMINARI 


$ I. — FORMULE PRELIMINARI DELLA TEORIA DELLE SOSTITUZIONI. — NOTAZIONI. 


1. Ricorderò le formole seguenti: 
Si ha + i 
Ss = lay i" [* o LEN E Qa -d-Ó:€2 , ar1b2+0x 2 


Cı dı) M2 , d2 dl Ci Q2 + di C2 , Cr ba + dx de 


e in generale, se 
b, | Pi Ar m Qi, , Qi, $55 Ain.) 


AUR HON Qj s las ,'**, Uan 


si ha 
E »€12 5^ Cn 
mita » €22 Km 
i Cnr s €n25* wi 
con 
n 
Chk = 5A bai aj. 
I 
2. Se 
a,b 
S=| 4 ad — bc — 1 
cd , , 
si ha 
S aieo d is 
c,d — Cc, q 
etin generale, se 
| 41x s dra aei Arr s Ara 0) Ain 
Wa Aar 32) len s D lor 3 A22 > s lan = 1} 
$C 15 042,7 * * Qnm j- G,p15,€5n257 7 * y Ann 


¡Ma Asi y" i ts AN 


$ 4.6974 Ww s.a 4.9 € 4,00, Xa 


\ Alta SARO 3 «Ann 


essendo A,; l'elemento reciproco ad @,; nel determinante D. 


3. Se si hanno due sostituzioni 7 e c, si chiama 
$—T7'0t 
la trasformata di c mediante +, mentre 
4 ver: 


la chiameremo la trasformata inversa di o mediante z. 
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Ponendo 


e supponendo a8 — By = 1 e ad — bc qualunque, avremo 


I _ | ada —aBc+y35 —Byd ,  RBõa— Q?c + 8*6 — Bòd ) 

(D PU a ROME . — YBa + «gc — y8b + add 

(1) pa dh lini n d : de rc 
^ Va --89^c— Y?6—8yvd . —yBa— Bc + ayó + add 


In generale, se 


d. 1 b^ Wo ier 
Azı zo) lan ! às. WU SU REM 
T = | , 6 = í A. 
Anı s Uno > s Ann pop "pA » Oña 
e 
Gi s Or s’ s Ain 
Dex Aar 3422 ) s Aan r 
G5: 5052,77 * y Ann 
avremo 
| Cri » €12 proud d quia dte 
(II) S=TT10T= Car s €22 5^ 0%) ^ (II) s= rot I = d,, ; Vu vagi d M m 
Cnrr nz)" **) Cnn! dias a aa > Gun 
con 
n n n n 
Cis = Di 2 ts Aj bu , dis = DE; >. As Qil bi, 
I I I I 


essendo Ay; l'elemento reciproco ad a, nel determinante D. 
Facciamo la somma dei termini in diagonale nelle (I) (I); avremo 


(ada — aBc + y80 — Byd) + (— ypa + «c — x86 + add) 
= (Saa + SBc — yab — Byd) + (— ypa — dBc + yab + add) 
= (a + d) (as — By) =a +d. 


Analogamente formando la somma dei termini in diagonale nelle (II) e 
(II) avremo 


p A Ci = 2 di; T dh bo 2 Ati Ari bre = bol ide bre a: Ati Ax f di bu . 


Quindi si ottiene il teorema: 

La trasformata di una sostituzione qualunque ha la somma dei termini 
lungo la diagonale eguale alla somma dei termini lungo la diagonale nella sosti- 
tuzione primitiva. 
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5. Ricorderò la proprietà associativa del prodotto di sostituzioni che 
può esprimersi nel modo seguente. 
Se si ha il prodotto delle sostituzioni 


U TT S. S,- $ ia Sur Si Siti "m "Sij 
posto S;—: S; = T, si avrà 
U-z$,$.-.S/.,TS, S. 


6. Accennerò che nel corso del lavoro ho adoperato qualche volta il 
simbolo 
di, bi da, da 
E d) È (e Mi 


(7 + 42,061 nn zc) 


per denotare la sostituzione 


Ci + co,dr+d 1 


7. Quando nel parlare di una sostituzione sarà necessario di aver riguardo 
al valore del determinante della sostituzione, scriveremo dopo la sostituzione 
il valore del suo determinante col simbolo (det. D). Analogamente il simbolo 
(som. A) dopo una sostituzione indicherà che la somma dei termini in dia- 
gonale e A. 


8. Siano 
Œ) (2) G) \ 


Air 3412 °t’; IU. 


Hae woes «eid 9 * seres V à 


(III) As | (i Seine 28:25) 


A IR E IA 9"à A 


$ sostituzioni di ordini x;. Rappresenteremo con 


(IV) Nm es 


® 0 0 . . . 6 o... gë 


la sostituzione 


[Ox °°° TT 
M, gum. 
ho , ÖNN | 
di ordine N — = n; la quale si ottiene scrivendo nella (IV) al posto di 
A,,4,,:--, A, i secondi membri delle (III) e completando le linee e le 
colonne con tanti zeri. In altri termini, se avremo contemporaneamente 
gr > qi 


(VI) $n >ra $n 3 XuLmE. 
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prenderemo 


C YS 


2 q 

qi . 

5, == k =r — S mm, l =s — » nis 
1 I 


se le 7 e s non soddisferanno contemporaneamente alle relazioni (VI), pren- 
deremo 
bs — 0. 
Per rappresentare la sostituzione (V), oltre al simbolo (IV) adotteremo 
ancora gli altri 


9. Se in una sostituzione qualunque 
1+a ò 
Gets 
Ce, Leu 
a,b,c,d, sono minori di zz, la sostituzione si dirà minore di m. 


Se due sostituzioni [20] i Me lj) sono tali che a—a, ,b—0b,,c—C,, 
, I CI 


d — d,, sono minori di m si dirá che le due sostituzioni differiscono meno di m. 
1. Se la sostituzione S (det. A) minore di m differisce dalla sostituzione S' 


= e(1+2m) 
A 


per meno di e, avremo che S. S eS'S”* saranno minori di e reci- 


procamente se S'S7® è minore di e e S è minore di m, S e S differiranno 
fra loro meno di ¿(1 + 2 m). 
2. Se si trasforma una sostituzione « inferiore ad e mediante una sostitu- 


2 
zione c (det. A) inferiore ad m, la trasformata sarà inferiore a AR x: m. 


, b , ha Y e 
3. Se S = ( be : A (det. A) e S= ( 2 vA Ea (det. A) sono rispet- 


. . . . + nm I+a+da, E I 
tivamente minori di m e m' e se S =| PAT AI P (det. A^), avremo 


che SS' differirà da S” meno di 2m m'; e che SS'S" ' sarà minore di 
2mm [1 +2 (mm +m 


P. ovs 


i ; . ONES : ^ A . 
10. Se una sostituzione b pi è funzione di x in un intervallo (£- - -9), 


, 


la massima oscillazione dei suoi elementi si chiamerà l'oscillazione della sosti- 
tuzione nell intervallo. 


$ 2. — SULLA RIDUZIONE DELLE SOSTITUZIONI ALLA FORMA NORMALE. 


1. Avremo spesso bisogno nel corso del lavoro di porre le sostituzioni 
sotto una forma speciale che chiameremo la forma normale. 

Ci varremo a tal fine di un teorema di K. WEIERSTRASS ‘da questi dato 
nella Memoria Zur Theorie der bilinearen und quadratischen Formen ©. 


(2) Monatsbericht der Kónigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin. 18 Mai 1868. 


www.rcin.org.pl 


XV. — Sui fondamenti della teoria delle equazioni, ecc. 217 


x 


Il teorema a cui si allude è il seguente: 
Se per mezzo delle sostituzioni 


n : S 
"m DI hit 0, Yi= 2 Ei Uy, 
I i 1 
ove le liiy, ki sono costanti e le Xi, Yi, Uy, Uy sono variabili, le due forme 
bilineari i 
P (x, »X2577 - Lal Yi è Va 0° -, Yn) +A È A pti VB» 
DO, s X23 Xn |» "is C EU * Jn) EN 2228518 Ta YP 
si trasformano in due altre 
P (u, E A Un | V: » Va 0° Un) = AAA 


Qe Yeti Un | v, v. y" >“) Un) n Di g Ba. p a 08 


e se 1 due determinanti 


AS E RIM RO Re IN alte È 


BAI O A E LI TU e e ita tei e. 


non sono nulli, avremo che i DIVISORI ELEMENTARI dez determinanti delle due 
forme 


DP +99, pP- 90 


coincideranno fra loro. ; 
RECIPROCAMENTE se le due coppie di forme bilineari 


PE A iUa» :* 49) OE Aahe e Pd 1203s y») 


P. (dpyu a, Un vi, Va | MEA. Va) , Q (Ur , Un err Un | V: A Un) 
sono tali che i determinanti delle due forme 
PP +90, dP'+.9Q 


hanno i medesimi divisori elementari, si potranno trovare 2 m^ costanti 


(ss Ann) y (Raro Ann) per le quali 


L pani, m ; RP UR 
welcome»; Ria po 
A Pe Again 5 rin 
in modo che le sostituzioni s 


n n 
vr TP m Bun. °° y= d Riy Ux 
1 y I 


trasformino contemporaneamente P in P' e Q in Q'. 
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Il WEIERSTRASS dà il significato seguente ai divisori elementari del deter- 
minante della forma P + gQ, che indica col simbolo [P , Q]. 

Questo determinante è una funzione omogenea di grado x in p e 4; 
esso potrà quindi considerarsi (se si esclude il caso in cui tutti i coefficienti 
delle forme P e Q siano nulli) come il prodotto di x fattori lineari, e omo- 
genei di p e g. Sia ap + dg uno di questi fattori ed / l'esponente della più 
alta potenza di questo fattore che divide [P , Q]; /? l'esponente della più 
alta potenza dello stesso fattore che divide tutti i determinanti minori di 


[P,Q] di ordine x — x. Avremo 
| I>/0>/0...>/e=9>0 
supposto 7? = o. Posto 
1— 10 — ¿010 = 0 Le tr 
avremo 


(ap + bg) = (ap + ba) (ap + ba) ,. - -, (ap e u 


Ciascuno dei fattori (ap + 4g)? che comparisce nell'ultimo prodotto viene 


chiamato da WEIERSTRASS un divisore elementare. 


2. Si considerino ora le sostituzioni 


P WP. A P Má AA A 
ua Asi Anal JA A Al 
Posen a o 
B. B. 1°: Ban B; Bu Bi 
Lo a o Bau | cogi (Ba Ba, Bal, 
Pau e m 
NL LA e M RT Nd E» "e 
SN kis | e Ago 2 È 


IDA s e A TA AR A V a AI MT 


essendo queste ultime due a determinante diverso da zero. Il teorema di 
WEIERSTRASS può enunciarsi nel modo seguente: 
La condizione necessaria e sufficiente affinché si abbia 


T,S, T, =S,, 
1,8, E, m X, 
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è che le due sostituzioni 


An: — OB»: str ux R 


abbiano i determinanti con i medesimi divisori elementari. 


3. Ciò premesso prendiamo per S, e S; l’identità, cioè 


Vibia MEM 
E al 
TAI at i i 
ES 

avremo 
E yO) 
971 Jl 
dew , , , >, 
[03 0, n 

quindi 

Wok. 


Potremo sempre ridurre la sostituzione T, ad avere il determinante eguale 
ad 1, ed avremo che fra S, e S; passerà la relazione 


353 H5, 
cioè l'una sarà la trasformata dell'altra per mezzo della sostituzione T,. Dal 
teorema dell'Art. 2, si deduce quindi: 


La condizione necessaria e sufficiente affinché si abbia 
lcd ET Ss s 


essendo Det. T, = 1, è che i determinanti 


D , 
| » iro e | $ Vus: i l n jg 
A -——0,A. RREN. FAR | 
pi [A pago 0 An | 


CRETE. RE IRE RE X NON SM UILSOR OE EIA 
, , 
As: VA; srt; as 77 00 | 


abbiano i medesimi divisori elementari. 
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Chiameremo il determinante D relativo alla sostituzione S il determi- 
nante caratteristico della sostituzione e divisori elementari della sostituzione 
quelli relativi al suo determinante caratteristico. 


4. Prendasi ora una sostituzione 


Arr s Ara) lr 


e si considerino le radici (0, , €, ,---, €, dell'equazione di grado x 


Qi; — €), Uro y ra 
Ts Cor ; 42, — O O s lan E 
à 
An x » no , ; Ann 0) 


"i Q; — 0, O Vai at 


‘è a ee. 49a ewe del pie e hat) 


(1) S=T, y A t (Det T, = 1). 
LO , A de 


Si supponga invece che alcune delle radici siano eguali fra loro. Si abbiano 
4; radici eguali ad ©; e i fattori elementari corrispondenti siano 


A) OO eli) F : 
(pe) s (e —0)%,--- (a — de)” *; (¿=1,2:---p) 


e ue e = ee > alga = e? d 


Si formino le sostituzioni di ordine el” 


Wa — 6, o , (0) , Oo > eu 
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Wi, 0,0 ,:*::, 0 
| 1,0, O,,:-+, O 


1 
S$ O 1j, Ogg y O , 


.. . 9 9 9 9 9» . * ^ * * * » s 


va! a sol. 
bt MS od 


E facile riconoscere che V ha i medesimi divisori elementari di S, quindi 
potremo scrivere 


3 117. | 
(2) Se TERI ES (T. (Det. T; = 1). 


La formola (1) rientra nella precedente, basterà supporre in essa 
eu 1 : (—1,2,:::,27) Pol da ad 


La sostituzione S posta sotto la forma (2) si dirá sotto la forma normale. 

Una applicazione della riduzione di una sostituzione alla forma normale 
verrà fatta nel $ 8 di questa prima parte, ma le applicazioni principali ver- 
ranno fatte nella seconda parte del presente lavoro. 


SOSTITUZIONI FUNZIONI DI VARIABILI REALI 
$ 1. — DERIVAZIONE DI UNA SOSTITUZIONE. 


‘1. Abbiasi una sostituzione funzione di una variabile reale x che suppor- 
remo sempre a determinante eguale ad 1. Ammettiamo inoltre che gli ele- 
menti della sostituzione siano finiti: diremo in questo caso che la sostituzione 
è finita. Se poi gli elementi per un dato valore della variabile saranno conti- 


x 


nui, diremo che la sostituzione è continua per quel valore della variabile. 
vi EB PRA i x . ; 
Sia ( C D) una sostituzione finita e continua di x nel punto x,. Si for- 
mino i due prodotti di sostituzioni 
A pur 
Xo5;Xod-Ax — Gi phai CD PA , 
Se j sl DE (ctp) 
tot Ax,xo — Gs DIE CiD xo+Ax 


con Ax positivo o negativo. 
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I due prodotti coll’impiccolire indefinito di Ax tenderanno verso l'iden- 


tità. Si ponga 
È: (1-5. 4 
| y Pao) 


S di E T», wa 
ptem Vi 5.1 f 


e si considerino le due sostituzioni 


LAS HT t MEN. M 
Ax” Ax ER n 
4 , ) e 
| y s Pi 
Ax * Ax Ax * Ax 


Cerchiamo le condizioni affinché coll’impiccolire indefinito di Ax, queste 
due sostituzioni tendano verso due sostituzioni limiti 


eoe 
Yô Yx sd 

Vale perciò il seguente teorema: 

TEOREMA I. — La condizione necessaria e sufficiente affinché esistano i 
due limiti richiesti è che le funzioni A, B,C,D, ammettano nel punto x, una 
derivata determinata e finita. 

Abbiamo infatti 

s 1 AR [Bs TA Ax, , Bz, |— 
*ot Aso | Cs, + AC; Des + AC Vind 


| Ax, , Bzo 3m Az, + AA, Ba, + AB]. 


osa ron LO y Dz Ca, AO , Dx. + AD y? 


ove 
AA = Atar a Aso , 
AB s B. dhe SAR Da; 
AG C, +Ax EFK aid 


AD — D. as Da; 


da cui si deduce 


re u PE i+ (DAA — CH AB), (Az, AB— Ba, AA) 
Y ,1+p fatthas TT, (DA ACE CR; AD) 55 tie (Az, AD == Bag AC) 
I + Ay , fr ) da S 1% I + (Dxo AA — Bxo AC) , (Dx, AB — Bz, AD) 
( vii S T ina 7T] UASUNC SOIA) TY TT E E | 
e 
Kid a AA AB AB AA 
la El Ped o ds AA 
Vrae AC AD XD 304 
a i A Bso Ax | 
AA AB 
E au] Ax,» Bs l7 
E e Dn OI 
Ax ' Ax 3 
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A LER SEN AA AD 
lxx CAR] DATAE A Dar CB AD 
W^ Up (rn a PURA DL MB 
lE EN [Anae E A 
AA AB i 
iS ON As e 
Cro Dj | AC AD | 
Ax * Ax 


La condizione necessaria e sufficiente affinché esistano i limiti delle due 
sostituzioni 


ee. u di ur | 
ELMI 
4 ) / ? 
Ear m p n 
Vac |; LAr 4A E 


é quindi che esistano i limiti di 
AA AB AC AD 
Avr. EE Ax" A 
il che dimostra il teorema. 


Noi supporremo sempre che gli elementi della sostituzione E í “i oltre 


esser finiti e continui ammettano anche le derivate prime determinate e finite. 
In questa ipotesi le due sostituzioni limiti 


ws pr dp 


saranno date bà da 


M 


T s ap- | DA'—CB', AB'— BA’ 
y,81 P» jen: C t 


| DC'— CD', AD'— BC’ 


je be) — por. A', B' iaa al 
TENE e TETVAC"CA AD! CB’ 


ove gli apici sostituiscono i segni di derivazione. 
Consideriamo i prodotti 


, 


S M RESP A,B]-: 
Lione Fa ALIADA CO MM 


S jn —1(A+4A,B+4B|. 
agnartdto CD C+d4C,D+4D) 
Si otterrà 


{1+D4A—C4B, AdB—BdA 1+adr, Bdr | 
ay tdo D4C — CAD poe mine E ydr  ,1+8dxf' 

e: n (1+D4A— B2C, D4B— B4D penna. Br de 
Xy dx, Xo A4C-——CdA ,1--AgD—CaB| Y: dx I + ò: dx 


, 


Www.rcin.org.pl 


224 XV. — Sui fondamenti della teoria delle equazioni, ecc. 


2. Introdurremo le seguenti denominazioni: 


i : nde : : A,B 
Chiameremo derzvata sinistra nel punto x della sostituzione le 5| la 
a, 8 a,b 


) e chiameremo derzvata destra di ( 
Y,0 ESA 


sostituzione limite ( ) la sostitu- 


Ar, 2 i 
Yi, à: 

La sostituzione infinitesima S,,+4:,x, si chiamerà il differenziale sinistro 

. A , 

di Ic E nel punto x, € Sì 

Adopreremo i simboli seguenti: 


zione limite ( 


o so+dx Si chiamerà il differenziale destro. 


: , kis B NE d 
(1) (differenziale sinistro) d Toe. CA | 1 + DZA dB, AdB—BdA 


DAC—CdD ,1+AdD—BacÍ” 


(2) (differenziale destro) leinti = 1 + DJA — BdC, D4AB—B4D l 


AdC—C4A  ,14- AdD —C4B 
f Ta d (A, B DA'—CB', AB'— BA’ A”, B^ (A, B\-: 
(3) (derivata sinistra) AC 'D Alpe. AD'— 80)" C' si sa , 


(4) (derivata destra) (> D) t Wi rer. Weit n pn Ap. o8. 


ID er Ue CADAT CB C,D 
MBA A 
dlob) = zc. p) 4" 


(61) 4 7 (6p) as: 


Avremo poi subito le formole 


| d (A, B] (A, By (A, By HA; B 2 )_ (A, E 
lax PA x (c >) dc pj zi(e» 

3. Come 6 facile il prevedere, ad ogni teorema relativo alle derivate sinistre 
ne corrisponde uno correlativo per le derivate destre che si ottiene dal primo 
scambiando dappertutto nell'enunciato la parola destra colla parola sinistra, 
e trasformata colla trasformata inversa. 

Il più delle volte quindi non enunceremo che uno solo dei due teoremi 
correlativi, avvertendo fin d'ora che non si avrà nessuna difficoltà a stabilire 
l’altro. 


4. Cominciamo dallo stabilire subito il teorema fondamentale sulla deriva- 
zione delle sostituzioni, il quale, come vedremo in seguito, ci dà il legame 
della presente teoria con quella delle equazioni differenziali lineari. 

TEOREMA II. — La derivata a sinistra di una sostituzione (det. 1) non 
cambia se si moltiplica A DESTRA la sostituzione per una sostituzione costante 
(det. 1). 

TEOREMA CORRELATIVO. — La derivata a destra di una sostituzione (det. 1) 
non cambia se si moltiplica A SINISTRA la sostituzione per una sostituzione 
costante (det. 1). 
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LI / x . . b x . . 
Infatti se Pr e una sostituzione costante e (fe À e una sostituzione 
funzione della x, avremo 


(m (rama) 


e derivando a sinistra 


ae esa eam eer ch rm Mes ada 


v. Lo ne d Doe plar. LH Rr E 


Analogamente 


9 (€14) acie aono] 


e derivando a destra 
CACAO ros rr no) 


ite vis ln [ts p En P Ea 
c,d Y,9 Y, 3} Vv, a c,d HAT s c,d) dx 

5. TEOREMA III. — // differenziale (destro o sinistro) di una sostituzione 
(det. 1) ha il determinante eguale ad 1 a meno d'infinitesimi d'ordine supe- 
riore al differenziale della variabile indipendente. 

Infatti avendosi 


dle: B I. + DA —CdB, AdB— BdA ) 
C,D =( Dac—CdD ,1+A4D — BdC 


il determinante delle sostituzioni sarà, trascurando infinitesimi d’ordine supe- 
riore al dx, 


I + DZA — CAB + AdD — BdC = 1 + Z(AD. — BC) = 1. 
TEOREMA IV. — Ogni sostituzione 
a, 
C , 5) 
non può esser derivata (destra o sinistra) d'un' altra sostituzione (det. 1) a meno 
che non sia a +8=0. 


Posto 
d tà j 

dx e j^ is 

oppure 
(Ce: 

avremo 

a=da' — cb , 3=ad—oc, 
oppure 


a ds ll be, S=ad'—cb, 
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quindi in ambedue i casi 


a+ ò = da + ad'— bc— «b = t dp 


2 =0. 


È . E (ot, Bia i mm 
Dimostreremo in seguito ($ 2) che se a 3 è continua, la condizione 
vi > 


posta a+ 8 — o è anche sufficiente perché la sostituzione sia la derivata di 


una sostituzione (det. 1). 
TEOREMA V. — La derivata a destra e la derivata a sinistra di una sosti- 


tuzione 

a,b 

E 2 (det. 1) 
hanno lo stesso determinante, che à eguale a 


a, 
c.d 


(3-2 


Abbiamo trovato che 


F1 A Cael) 


quindi 
Det. | 27 (574) Det (272) Pe (2:2) De e aE ee: 
Ma 
fa, ò 
Det. |^] — t, 
quindi 
Det.} (e "= Pedum =|2%) 


‘ TEOREMA VI. — La derivata a destra à la trasformata della derivata a sini- 
stra mediante la sostituzione primitiva. 
Infatti dalla relazione 


a,b (53203 EA 
dx ul es d) Ne ,d le, d) dx 
si deduce 
ayb d. aspe "NM ea) 
uar dn rbd | dx 'c,d lla 
TEOREMA VII. — Si hanno le relazioni 
x4) == Pps d 
d Ai CE : 
A CM d 
LG dx rect PN 
Abbiamo 
d (a,b\-: — ¡da—0bc, d'ó —bd 
dx H "E pr cH pasta 


(e A d _ (dd—À, xm 
, 


c,d) dx ac — ca! , ad' — c 
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quindi 


donde il teorema enunciato. 


6. Passiamo ora allo studio delle derivate dei prodotti di sostituzioni. 
Valgono perciò i seguenti teoremi. 


TEOREMA VIII. — Se (m (det. 1) è costante e ($? » 


d ((«, 3 PIE a, de T ò noub 
2-53 mid 5) ( c,d jut i ES DN 
(Carmen ea m (7.8) 

8/V dx Y,8 del 
cioè la derivata a destra del secondo prodotto considerato è la trasformata della 
derivata della sostituzione variabile mediante la sostituzione costante, e la deri- 
vata a sinistra del primo prodotto considerato è la trasformata inversa della deri- 


vata della sostituzione variabile mediante quella costante. 
Infatti 


Mis = sa t , xò + Bd ad + Be, ab + B2 pa, pr ERI 
a c,d dx Wa + Sc , NEM POINT s B; 


HS EEES 


TEOREMA IX. — Se e (det. 1) e b 5) (det. 1) sono due sostituzioni 


(det. 1) è funzione 


di x, si ha 


d 
dx 


funzioni di x, si ha 


o «33-3634 10:22 6.90) (7 


Questo teorema si dimostra immediatamente osservando che il differen- 
ziale del primo membro si otterrà facendo il prodotto dei differenziali che si 
hanno supponendo successivamente costante l'una e variabile l'altra sostitu- 
zione. 

La formula precedente è una delle fondamentali della presente teoria e 
per le applicazioni che ne faremo è opportuno presentarla sotto varie altre 
forme. j 

Premetteremo alcuni lemmi: 

1° Lemma. — A meno di infinitesimi d'ordine superiore a dx, si avrà: 


I+ardx, Bidx i! de e B2 dx )= I--Xadx , Badx ) I+axdx, Brdr | 
ydx ,1+08rdx ( y2 dx ,1+8dxY -| y2 dx dug t| Yidx ,1+08dx 


-( + aardr +0 dx, Brdx + Bada j 
yıdx + yz2dx  , 1 +8: dr +08 dx, 
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a,b i 
2° Lemma. -— Se $ A ha il det. I, e se 
iie ey aec. e 
Cr, Di ; 
8) 7 (es. pa 
cd) \C2,D2}" 
pe i sona (a: ea Hi 
ENS yı tv, 8: + 82 2g^ Ci+4C2 , D:+D, 
ovvero, per una notazione stabilita precedentemente, 
a, ÓV—1( (a , Bi sae eub irs by Lu E 
wa ls dj Nb, Le) + eg Ya , da eeii 
3° Lemma. — Dato fol ^ (det. 1), e posto 
e) Cali (6:5) 
cd Y 010,8) CYD)? 
WIS ipd B 53-7 I-A, B ): 
aya Y 5.148 pd i de s;14+D 


Per i primi due lemmi non vi è bisogno di dimostrazione; il terzo è una 


, Bi 
, 31 
, Ba 
,8 


avremo 


si ha 


immediata conseguenza del secondo, supponendo (e i 5) =(0: 5) e (O) 


O,I 2, 
(e 
Nos 8) * 


Ciò premesso, risulta subito che la formola del teorema IX potrà scriversi 


sjaa atei 


(8) b 


e poiché pel teorema VI 
dCI 
avremo anche 
o ADEN IC 
Passando dai differenziali alle derivate, si otterranno le seguenti Éolitnule 
equivalenti a! teorema IX: 


EAS 
o NO 
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vale a dire se 
AT ATER (+ 
e IIC 


TEOREMA X. - Se is z (det. 1) e rs (det. 1) sono funzioni di x, 


si ha: 
aaa aaa Uta 9 Cia 
ovvero 


a - Xa s mS as E o) 


vale a dire 


Too m. ari d. a ea 
(16) EET li nas isi alles (e; n): 


Infatti per la formula (11) avremo 
(ra) Graie Mera) ute era) 
| ma, pel teorema VII, si ha 
Eo Dx un 
da cui la (14). Applicando il primo lemma, si ha 
BLEU C PI 


quindi la formula (13) resta dimostrata. 


d 
dx 


(a ESOO 
sigla 


(04 
Se M dl 5) si suppone costante, si ottiene come conseguenza la formula 


(17) sai y =( i ll VII 2) 


la quale si sarebbe potuta ottenere anche direttamente con grande facilita. 
TEOREMA XI. — Abbiasi un prodotto di sostituzioni 


SoS NS =U 


tutte a determinante eguale ad 1. 
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Si ponga 
5; 0. ^ ie S Ae Ten TE , 
Si Sa: a T PN pe Tou , 
[CEPS L^ set 
S, T Ti 
Avremo 
(18) Aids Sa] 
=@S;T;(49,) AA (¿SOT ^. TL IST IS CASO Ti 
ovvero 
d dS aS. Lx 
(19) Sa E (S «AT 


aS, 


+T (EA) H oH Tia (SE) T H +T Ws. 


Questo teorema si dimostra immediatamente osservando che esso è stato 
dimostrato per x = 2, e tenendo conto del teorema IX, si ha che, se esso è 


verificato per x = m, risulta vero per n = m + I. 
7° Lemma. — Se pel prodotto di due sostituzioni (7 FI ^ p Y) (det. D, 


si ha | di 
ISU, ga 


è necessario che sia 


Infatti dovendosi avere 
am + cn = 0 3 ap + cq=0, 
bm + dn =0 , bb+dg=0, 


aie 


PRI z 


è necessario che sia 
m = 4 = p =q =o. 


TEOREMA XII. — Se per (°° É (det. 1), si ha 


ovvero 


a, è x 
avremo che a sara costante. 
, 
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Infatti dovrebbe essere 
ie ji (^ _ (0,0 
e dal 018)! 


quindi per il lemma precedente 


CI» di 
hanno la stessa derivata sinistra, esse non possono differire che per una sostitu- 
zione moltiplicativa costante a destra. 


Sia 
rA LEMMA p.e agi 
dx C1 , di e M Ca , da A de 
avremo pel teorema X 


d ; dex ifi Mo] (a) a — a; B— B x , 01 "S 0,0 
dx | Ve, ds £a ,da)| . Vx A (iau pi j^ indes 


onde pel teorema XII 
VU E eol had Al 


TEOREMA XIII. — Se due sostituzioni ps Í e (det. 1) e d (det. 1) 


essendo la de costante. Quindi 


e j ba TN (a , 2) "i P o 
OI ag EPA n, $ 

TEOREMA XIV (teorema correlativo del prec.). — Se due sostituzioni 
(det. 1) kanno la stessa derivata destra, esse non possono differire che per una 


sostituzione moltiplicativa costante a sinistra. 
La dimostrazione è analoga a quella del teorema precedente. 


8. Supponiamo che la sostituzione ul (det. 1) funzione di x, abbia la 


ru 
rw 


applicando le formole (3) e (4), avremo 
di To) ^ [0,0 
dx P ) = (e) 
1,01 d _ (0,0 
P Ja =(0 0): 
Se la sostituzione ha invece la forma 


4&4, 0 
1 , 
Lo. — 


a 


forma 
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avremo 

Ti ) el 
Ob ROL 
dx | i VET » 
Retos 
^ qa) \ a 
3 P 
EA FE 1 
| N as a 
os 0,—— 


Quindi, come era facilmente prevedibile, la derivazione ordinaria e la 
derivazione logaritmica risultano essere casi particolari della derivazione di 
una sostituzione. 


9. Applichiamo alcune delle formule precedenti per calcolare la derivata 
di alcune sostituzioni e ottenere delle formule di cui avremo in seguito bisogno. 


Se pda è costante, avremo 


,8 
hoe GP Aca Wm RR 


Se A è costante 


quindi, se Dru (det. 1) € costante, avremo 


(20) Zi Rt Ce: 


Per il teorema VIII, avremo poi 


d x, o5, 0 Lap «,B\{X, o a do — 2708 È 
dx {\x,3 o LEAR Y,8)10,—AJlrY,8 gi LEN , — (a8 + BY) 


Poniamo 
A (ad + By) TRA 
— 25 af ER 
»a+d=o0, 
2) yò 1.) 
— (a8 + By) = d 
si avrà 
ad — 5c = — X (aò — Byy = — X, 
a = fbc — ad; 
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e, supponendo ad — bc == o, avremo 


I qu 
SARE, à 
v a 24 
€ 
EE 
I 24-24 
Wd i i AX i 


DEP AA i 
[r4 , AGA E AG & " 
d x zx| 2 o cr, Bi S D" 
à dx € I 242. | o 1 ANO Ned 
(21) NA A 
a+d=0 
A = bc — ad 
purché il determinante della sostituzione costante Phe sia diverso da zero. 
Osserviamo ora che si ha, supponendo c costante, 
a M.o 0,0 
(22) dx NE j- hi o) 


Quindi per i teoremi II e VIII se (^ 5) (det..1) e E i ad (det. 1) sono 


costanti, avremo 


dr (1,0) Gr) nd era ro) sa) (e: 0) 
Poniamo 
jud 
(fu) evi ,  ad=óc=0, 
UNA 
00 ou CAN 
si avrà 
«= 
B = {=à 
aVeT—1i 
Lwu + 
(9 = Ye 
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onde, essendo ipi costante, 


(23) 


Le formole (21), (22) e (23) ci dànno la forma delle sostituzioni più gene- 
rali la cui derivata sinistra à una sostituzione costante senza che tutti gli elementi 
sian nulli. Nel caso in cui gli elementi della derivata sono nulli, sappiamo 


^ 


già che la sostituzione che deve derivarsi é costante. 


uad A,B\ , ; dares 
IO. Se la sostituzione 6) e funzione di y, e questa variabile e fun- 


CAD 
UCA cbl- «,p 
dy ic b = (05) 


d (a b) dai (5 3 M 
NC va) 

Quindi le formule precedenti ci dànno immediatamente la forma delle sosti- 
tuzioni più generali la cui derivata è ; 


( ag (x) , bo (x) 
co (x) , de (x) 


zione di x, posto 


avremo evidentemente che 


| ; (som. 0). 


Si avrà 
pi UE ADN 
d | ; a 2x| e. "a a, B:\ | [ae (x) , dg (x) 
dx Î PA 3 taf o ,e-*O/1ly:, di co (x) , de (x) 
(24) GHANA TAN 


| x , j—5| 
ET I ,0]/(%,B | (492), 69'(x) 
dx ale—1 yc \ (. m. ; (s , 3 SR pelo; : ebd 
at+d=o 

ad — bc — 0 


(25) 


in cui « e costante e 3 ^ (det. I) è costante. 
I) I 
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$ 2. — INTEGRAZIONE DI UNA SOSTITUZIONE. 


1. Abbiasi una sostituzione L j 5) funzione di un argomento reale x va- 
riabile in un intervallo (p---9),p <q. Dividiamo questo intervallo in z 


parti 4, ,%,,--+-, An (a cominciare dal limite inferiore p dell'intervallo) e deno- 
tiamo con a; , Bi, Yi, 9; valori di «,8,y, 8 qualunque compresi fra il limite 
superiore e l'inferiore di queste quantità nell'intervallo Z;. 

Formiamo i prodotti delle sostituzioni 


n Iparhi, Brki Ja 241. >» Bada 1I+012%r, Brk: ` 
A, — IT. Yi hi ,1+d;4; ni Y» An die a fa Yi ki dhah)’ 


"S t I ( EE as A; " B;^; ) Euh ( + di hr 3 Br Ar ) : I + Ln An ; B, kn ) 
AEST. Yi hi ,I43- 8; 4i, M Yr Zi s It SZ: dl Y» An , 1 + O, An i 


Se, facendo impiccolire indefinitamente tutti gli intervalli 4, , 4, ,- + -, £,, 
A, e A, tendono verso due sostituzioni limiti S e S', queste si chiameranno 
rispettivamente /’inzegrale sinistro e l'integrale destro di de ; 5) nell intervallo 
(p---g) e si adotteranno i simboli 


g 


(Integrale sinistro) S "ii ( N PIE i li x «fie 2) d, 


/ 


(Integrale destro) S'— ( a Pe si sand uii f C : i da È 
$ $ 


2. La determinazione della condizione d’integrabilità di una sostituzione 
è molto analoga a quella della condizione di integrabilità di una funzione. Si 
potrebbe quindi enunciare il resultato lasciandone la dimostrazione; ma per 
non rendere da questo lato incompleto il presente studio dedicheremo questo 
articolo ad accennare la dimostrazione in questione. 

Premetteremo alcuni Lemmi. 

1° Lemma. — Se si ha il prodotto delle sostituzioni 


Lu B c bul bn MA ae "NNUS | uet di 
Chia bJ £o I uL OW RETO T ^N €t SU 
ise m bi 


coU a è inferiore ad m;, il prodotto sarà inferiore a 
g , i 


- TL (+ 2m)—1 


y) 
da 


Infatti la sostituzione 


I+A:, B Y (lcm. Mi 
( Ci "SUITE Mi ERU 


7 
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avrà ciascun elemento A, , B, , C, , D, superiore in valore assoluto all'elemento 
corrispondente A ,‘B ; C ‚DÐ. Ora 


LFM, m; "all I 1 [14- 272, , O 
( 9; ari nulio uini iv ( o 2d 
quindi 


enrichi papi 
e. 


E ) I PEERS d o 
— 1/2, 1/2 i o E 


Ho m) > (TL +29 —1) 
(Lo -+2m=") 14 (LO +2m—1)) 


2? Lemma. — Se si hanno i due prodotti di sostituzioni 


A 
Loose lii 


Dh 


F TV | 
J—if2,1/2 


I usd | 
— 1/2 , 1/2 


U = S, eu es de SA S: == ILS. 


avremo 
UUT SALT S&S) TT 


posto 


Si ha infatti 


n n —1 n Uon —I n n -— 
ILs(ILs) -ILsss-(ILs) =1.6:5797: ELSES) 
e analogamente 


IDs (IL, si) =] [S8 S;”! (Ls) ENTE (S Sp yr, WES, (IL. sj i 
2 2 3 2 3 


3 


e così seguitando si ha 
IIS (ILS) = [LTES T. 


3° Lemma. — Se le sostituzioni S; sono inferiori a m; e i loro determinanti 
. . . r—I ^ . . . . 
sono superiori a A;, mentre ciascuna Si Si è minore di gj, la sostituzione 


peg 


o (Mit) 
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sara inferiore a 
(1 + 272,)? | 
144 — |; 
IL | + 28; Lu II. | 5, | I 
2 
Per il lemma precedente, avremo 
UU e MH. TaS;S; JT; 
” 
Ora 
$S; " è inferiore a c, 
S 
IT. (1 4-272,) — 1 
T; è inferiore a TEC 
e det. T; SFE As, 
HE 
quindi 
?t 
IL (1 + 272,)* 
T: (SS; ) T; * sarà inferiore a c, —— — ——— ; 
ILa, 
rtf 
e finalmente 
n ? 
ILT EST 
I 
sarà inferiore a 
i n n ((1427;)? 
IL ies IL( 4 - lo 
1 14-2 ni ! wd 
2 
In particolare se m, < 1/2, avremo As > 1— 2m, e quindi UU" * sarà 
inferiore a 
n (1+2m,? | 
IL) alL aA (1— 2m) — I 
Mr i 
4° Lemma. = Se S; = $ A ) è inferiore ad m; < Y[2m e 
Yi PARLI Ta 8; 
n "nt \ 
DLE AE à 
1 1 
Ta TX n ^ n y U Ne IL S; ) 
1 
b Yi , I T py à; 
I 1 / 
WI | ram m, (E l SER 
q 2m 
avremo che UT, sarà inferiore a — ———— —— — ————— posto m = x M. 
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Infatti, posto 


¿+1 ¿+1 ELO 
di T ? 
i x , n 0,1 , 
br Ys la x ds) 
¿+1 ¿+1 
avremo 
=— Y — 
LT =Í E. Uim Ti 
Ora 
3 
T; è inferiore a X, ms, 
I+II 
S; è inferiore a m;, 
n 
det. T;. , è maggiore di 1 — vo, Ms, 
2 
quindi 
T; S; T;_!, sarà inferiore a 
P 7112 
1+2 Xm; A 
12m 
2m; 3 m, | ——_— | <2mm "(EL 
14-1 
I—2 Xn, 
n 


e per conseguenza UT, ' sarà inferiore a 


IL | 1 + 4mm; n=) e 


5° Lemma. — Se si ha il prodotto 
P=(1+4)(1+4,) -::(1+4») 
con A, Qa: - -An positive e M 
a ac, Vasi 
avremo 


I ra P « gae) : 


Z(1 4-2) « 1, 


avremo 


I<P<IF+2/1(1+a). 
Prendendo i logaritmi si avrà , 


log (I Hai) <a ta, 
Y log 0 +a) 4 + Ea <ia) 


www.rcin.org.pl 


XV. — Sui fondamenti della teoria delle equazioni, ecc. 239 


onde 


(Pg = r p ES A A, 


e se Z(1-- 2) « I, avremo 


I<P<1+/(1+a)(1+1+ 


3 + )<1+ 210 + a). 


Ciò premesso passiamo a studiare la condizione di integrabilità di una 
sostituzione 
ia 
, 
Vis 5) 


di cui supporremo tutti gli elementi inferiori ad un dato valore ;z. 
Dividiamo l’intervallo d’integrazione ($ - - -9) negli x intervalli 4,,%,-- -%n 

che potremo supporre tutti inferiori ad Z < 1/47. Poniamo g —p=/>o0. 
Dal primo lemma risulta subito che tutti i possibili prodotti 


Il ( + GAS, B; Zi ) 

DU vihi 148 A 

si conserveranno inferiori ad un certo valore M. 
Infatti ciascuna sostituzione 


E Has hi, Biki 
Yi hi ST 8; hi 


sarà inferiore ad mA; < mA < 1/4 e quindi 
Il ( Ta, B; I; Y 
I d Yi hi y 1I+ AN 
sarà inferiore a 


TL a --2»2)—1 


2 


(A) < 3 (e marmo Fihn 1) =M. 


Consideriamo ora due suddivisioni diverse %, , £,- - An (li < 4 < 1/4) e 
h; , ln- e (hi <k < 1/4m) e formiamo una terza suddivisione p, , pa: -- e, 
tale che i punti di divisione ad essa corrispondenti siano quelli della prima e 
della seconda suddivisione. 

Se nell'intervallo 4; sono racchiusi gli intervalli ps4: , 9s+2** ‘95+:, € se deno- 
tiamo con ù, B; RA ò, valori di a, B , y 3 compresi fra il limite superiore 
ed inferiore di queste quantità in pi, prendiamo a considerare le tre sostituzioni 

i Iparhi, Bihi 
si io 
Yid; ,1+d;%; 


t t 


+ 2,0 Ke4s Pets » 2,8 gts Pets 
I, , 
z 
j DI Yes Pe+s nego Si Opes Pets 
Um cm. IL | EF arts pets > Bets Pets b 
Yers Pets , E+ Òrts a+ 
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Per il lemma 4? avremo che U; T; ' é inferiore a 
[4 
I ( a (14 2mh;5 
z|IL Vioc: eru M rro y PA 
onde per il lemma 5° (supponendo m4 < 1/8) U; T; ' sarà inferiore a 


iow 142 mk; y? 142 mA; \ 
I i ue pen E n). prem mmc) : 


, 


2 


essendo p la maggiore di tutte le o, , p,-- pr. 

Si vede ora che per mh < 1/8 l'esponente che comparisce nella espressione 
precedente risulta minore di 1, quindi avremo che U; T; ' sarà inferiore a 
L.4- 2 mk sl È 


—2mh 


I + 272A 
— 2 m 


4 m? A J iram! ghi (- 


Se D, è l’oscillazione della sostituzione S: o) nell'intervallo 4;, avremo 


che T; e S; differiranno fra loro meno di D; 4;, onde T; S; ` sarà inferiore a 


D; A [e D; a (LY 


2 mh 2mh 
e perciò 
a T US; 


sarà inferiore a 


(D; 4;4-4 "e Ay (ESTA JJ 16 mt h [UMS 


2 mÀ 2m 


I 
(1) I 2k 


mh 
t4" a — 2 mh == 


Jim eh (1) (Dy D; 4;(- Familie; 


e avremo evidentemente 
lim Xi Es = O 


quando le Z, , Z, ,- --, £, tenderanno a zero. 
Per il lemma 3? avremo 


(ILU) (s) 
inferiore a 


+ IL e oath TL (GEA a] 
Ora 
P <a) 
e se mhk < 1/16 


(2) IL LI A i—ami 


"AHH > 
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onde 
(II. v, (LL s, 
sarà inferiore a 


TETY 


ove 


as (2 ED: A (Lye E s) PI pra z P(D% (2m) a s)| 


I —2 MA 


essendo e la maggiore delle e; e D la maggiore delle D; e supponendo che 
2; D; 4; coll'impiccolire delle 4; divenga inferiore ad 1/4. Potremo porre 
Q = 2 PX; Dik; + Zini 
ed evidentemente È; n; tenderà a zero coll’impiccolire indefinitamente delle %;. 
Ne segue che 
I + % Pg à Be de 
Yee , 1+ òg Pr 


IL S; e ILU: == II 


differiranno fra loro meno di 


( I +2M ) (e? PEGO ¿A+ Eng 1). 
2 N 


Analogamente si vede che 


"orta, BI hg 
II.( , j 5 P; $ ) e II 
AN v .1+3;4; g 


I 


Id Ag Pg > Be Pe 
YzPg > 1+ òp Pg 


(se mh' sarà inferiore a 1/16) differiranno fra loro meno di 


x 


( 1+2M (e PED; A. + Eni __ I 
2 J 


a, B 
Ya 3 


n aai e Im "i 
ILU sah) a uu 1 0: 


differiranno fra loro meno di 


, 


ove D' e l'oscillazione di ( ) entro 4; e 2; y; tende a zero colle Z;. Dunque 


14+2M ) 2PX; D;k; + Em __ 2 PED, 4. + Ew) 
(ET) e 2+e ew, 
Se supponiamo 
lim 2; D; 4; = o, 


si potrà concludere, con identico ragionamento di quello che si segue pel caso 
della integrazione di una funzione, che esisterà un limite determinato e finito 
per 


II 1+05%;, B; ^; | 
I d vs ^i , I + 8; ki i 
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Analogamente si vedrebbe che esiste pure il limite del prodotto 
II ( Pahi, BA | 
SEN vili 1484; 
quando le Z4; tendono a zero, se si verifica la condizione 
lim 2; D; 4; = o. 


Possiamo quindi enunciare quanto segue. 
TEOREMA I. - Sf D; denota la oscillazione della sostituzione finita 


(ria 


nell intervallo hi e se 
lim Di hi Meo. Di, hi zg-—5 


per Pimpiccolire indefinito di tutte le hi, esisteranno e saranno finiti l'integrale 


destro e l’integrale sinistro della sostituzione C " s nell intervallo totale (p. --q) 


ed in una porzione qualunque di questo intervallo. 
Come conseguenza si deduce: 


a, B 
Ye 


di punti di discontinuità essa sarà sempre integrabile tanto a destra quanto a 
sinistra. P^ 

Perció quando si tratterà di una sostituzione da integrarsi la supporremo 
sempre finita e continua; a meno che non si avverta esplicitamente il contrario. 


e 


Nel caso în cui ( ) sia sempre finita e continua o abbia un numero finito 


3. TEOREMA II. - Se p 5) è tale che a+ 8 — o le sostituzioni 


2 A q 
(ae « (ale) 
d d 


qualunque sia l'intervallo (p---q) saranno a determinante eguale all'unità. 
Avremo infatti 


+ i^i, i hi ; 2 
Det. ( y 4 $ à 5) = I + (o op Bi Yi) hi 


supponendo di prendere i valori a;, B;,Y:d; nello stesso punto dell'inter- 
vallo %;. 


Ora, poiché supponiamo: fe 


) finita e. continua 
lim IL, [1 + (æ d — B yi) ki] =1 


supponendo di fare impiccolire indefinitamente le Z;. 
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4. La proprietà associativa del prodotto di sostituzioni ci conduce imme- 
diatamente al teorema. 
TEOREMA III. — Se 7 è un punto intermedio fra p e q, 


$ g 4 : 
Jim tn fa) an 


Analogamente a quanto si fa per la integrazione delle funzioni, si puó 
estendere il concetto di integrazione di una sostituzione ad un intervallo nega- 
tivo. Se g > 5, supposto diviso l'intervallo (5. ..4) a cominciare da p negli 


D 
; - qn. ia f a, B Neg: 
intervalli 4, , £,- --£, si intenderà. per AS 3) dx il 
MEA 
Xr hi, — Bri AÀ; 
im JI, PRP į; mo 


per le 4, , + -An tendenti a zero. Se a;, Bs, Yi, è; corrispondono allo stesso 
valore di x e se à; 4-3; = 0, e A; = xd; — Ps Yi, avremo 


[ 1+0%; B; hi 11—z1 

| Mes — Bi ^; | i i ara | 1+ A; A; | 

II: ili 1844) q^) wa 1+ 8; hi | 

Ub AES ra de AY 

Ora 

/ ql =- a, h; Bi Àj Y 
| TEA; 1 Tw 
Yi h; I 4-8; 4; | 
FIRM ARA) 


differisce da ( Lig : DE x per infinitesimi d'ordine superiore ad 4;, 
i 2 1 , 1 1 


quindi per il Lemma 3° dell'Art. 2°, avremo 
= I — ah > — Bi hi Lh) A z I+ e), B; hi (es | 
lim IL ( ror n N ras: 8; ^ B. | ia IL( Yi hi s1+ ò; " | 


In tal modo si ottiene la formula 


s — RAE 


e la formula del teorema precedente viene cosi a valere anche se 7 non è inter- 
medio fra p e g. 


WWW.rcin.org.pl 


244 XV. — Sui fondamenti della teoria delle equazioni, ecc. 


5. Sia y i B (x +8 — 0) una sostituzione finita e continua nell'inter- 
vallo (#---g) e sia x un punto intermedio fra p e q. Se consideriamo le due 
sostituzioni 


L 
Cola 62-63] 

c ,d JENY 8 £,d Y,8 i 
esse potranno considerarsi come sostituzioni funzioni di x. 

Per esse vale il teorema seguente: 

TEOREMA IV. — Gli integrali destro e sinistro di una sostituzione (som. = 0) 
sono sostituzioni continue (det. 1) del loro limite superiore; la derivata sinistra 
dell’integrale sinistro e la derivata destra dell'integrale destro rispetto al limite 
superiore sono eguali alla sostituzione che si integra. 

1° Che gli integrali destro e sinistro abbiano il det. eguale ad 1 risulta 
dal teorema secondo. 
2° Per dimostrare che gli integrali sono continui, supponiamo che 


i 
la sostituzione da integrarsi sia (55) (i cui elementi supporremo infe- 


riori a m). 
Posto 
Cae 
Ea "na Y; 3) i 
ua DB 
avremo 


x+Ax 


LU ME 
ipa MAN o to 


Ora per la formula (A) dell'art. 2°, avremo che 


«+Ax 
Peza 


sarà inferiore a 1/2 A OE 


Ciò dimostra la continuità di (^'^). 
Analogamente si vedrebbe verificata la stessa proprietà per l’integrale 
destro. 
È evidente che pet dimostrare la continuità degli integrali non è necessa- 
rio supporre la continuità nella sostituzione da integrarsi. 
3° Dalla formula (1) dell’Art. 2°, posto 


NIS I+ax:Ax, Ba Ax vsu d € oU 
Sr a Pen j vs f ( LA 


` 
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e chiamando D l’oscillazione di p 5) nell'intervallo Ax, si deduce che U;S; ` 
sará inferiore a 
2 Lr 23]. Ax | pe 2m- Ax Y 
(D-Az + 4m* Ax) [57747] + 4 AB TESE) De 


supponendo 77 - Ax > 1/4. Quindi U; e S; differiranno fra loro meno di 
(14 21: Ax) € = n. 


Potremo dunque porre (essendo 0,,0,,0,,0, numeri compresi fra 


{Le 1) 


Ax 


x+ 
E (L= > a A a t Be Ax + 70; 
c,d/x+Ax\c ‘al "I K , è a.i Yæ Ax + nO ,1+8% ANS 


Ora per Ax tendente a zero 


lim — o, 
quindi 
| Ax Ax + 00: , Bx- Ax +20: \ 
lim! ner l me / ES w > in 
ETT EX NN Rete ae) we 
Ax Ax 


cóme dovevasi dimostrare. 
Analogamente si opererebbe per la derivata destra dell'integrale destro. 
TEOREMA V. — La condizione necessaria e sufficiente affinché una sosti- 


tuzione continua E i 4 sia derivata di una sostituzione (det. 1) è che sia 
a + ò = o0. 

(Vedasi il teorema IV del § 1). 

TEOREMA VI. — Abbiasi (ata) (det. 1) e - 


d nb bie ud 
dx ME. A*.3 X, 
g 


H B) E MAET 
I (ye -(73, nas 


Ż 


si avrà 


supponendo i À R) continua. 


Infatti, posto 


[ae 


! 


2 


d A,B =p > AN d dine 
da EU BOS dle c,d 
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quindi, per il teorema XIII del $ precedente, sará 
A,B quA .. 
(4) D ; p). = ( i i 


essendo S una sostituzione costante. Segue che 
5 b 
x, NC 
Sent 
DM VB € , dja 
L oos. 


ma per x= p la (4) diviene 


quindi 


onde 


6. TEOREMA VII. — .Se ( 5 e costante e (Po (som. = 0) è funzione 
di x, s? avrà 


a 
Y,8 
[e By (2,5) (a B e | fa, o p 
a, Bli1/2, a, sd e BATE a, %, 
fi Cage ESA 
P P 
vale a dire l’integrale della trasformata di una sostituzione è eguale alla 


trasformata dell integrale, se la sostituzione trasformatrice è costante. 
Infatti, pel teorema VIII del $ 1, posto 


aen) = e. 
(COP EIC C263 
quindi 
q i Meis ; T e 
fer eae ean Cauet» 
Mr pn, p d "n 
o Cr) ec), aa MC): 
come si doveva dimostrare. 
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TEOREMA VIII. — Abbiansi le due sostituzioni variabili 


^^) (som. =0) |, 1 (det. — 1). 
€ Y3 


,d 


Avremo 

q | 
Aa, AN fe. E E” 
"Ju (ye 
$ 


vale a dire, se 


(o APO ode d 

y l 
d 

aaa) 

i E el , + 

(ae 


Poniamo 


Mia 


A,B hago dl y n deem pe del ($) 
c.) Poi : zo] |y 3), 
Ê 
Pel teorema X, § 1, avremo 

IC B EEE T (sd 

Se facciamo poi x = 5, si avrà 
A, B) =(10); 
oli WS 


il teorema è quindi dimostrato. 


crol dic doen 


7. La regola che daremo in questo articolo presenta analogia con quella 
della integrazione per parti. 
Abbiasi da calcolare 


Cla Bi per abel PE Pay PP: 
se elei E jj 
"d ò 

Basterà eseguire 


x 


Medea) 
poi 


x 


a,b\=t cr, Br a,b I" dr, bx 
Ic k tipa (eli ÀJ 


b 
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e avremo 
TUM: is (5e 
, Tia 3 €, d] Ves ; di 
$ 
Per dimostrare la regola precedente osserviamo che si ha (Teorema IX, 
$ 1) 
Qx , dr ta, d ar, by Es NAT a. B cir , Bi 
pi gie Qu es B ML ml 
qnd K Ael puri y "i i E £g Y,38 da Yi; di dx 
8. Fino ad ora abbiamo considerato gli integrali come funzioni dei loro 


limiti superiori. 
Riguardiamo invece 


g g 
fede Gef. ramo 
come funzioni del loro limite inferiore x. 

Si otterrà il teorema seguente: 

TEOREMA IX. — Gli integrali destro e sinistro di una sostituzione (som. = o) 
sono funzioni continue del loro limite inferiore; la derivata destra dell’inte- 
grale sinistro e la derivata sinistra dell'integrale destro rispetto al limite infe- 
riore sono eguali alla sostituzione che si ottiene cambiando di segno tutti gli 


elementi della sostituzione integrata. 
° La continuità si dimostra del tutto V) Datis alla analoga pro- 


Md i contenuta nel teorema IV. 


2? Sia E ds ) la sostituzione da integrarsi. Si ponga 


Y,3 
2 
(im Asia] er. 


Avremo 


e quindi 


C otto 4 


^ (a, 8 per a,b 
I C , ^ Sar A ni ( ses 
x+Ax 
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Ora si vede facilmente che 


i x,p KH rM — B- Ax + m1 
| ( ) E — Y: Ax + 3 SL eot 


con 


quindi 


Analogamente si ha 
ES 
NA LAN e Al. 
dx IMP LA Pa Rd 


come dovevasi dimostrare 
Del resto il teorema poteva dedursi direttamente dalla formula (3). 


9. Abbiasi una sostituzione continua vk 4 (som. 0). Tutte le sostituzioni 


a, 8 


che hanno per derivata sinistra da 4 potranno porsi sotto la forma 


pat * fa B a,b 
jale) 
P 


essendo di pe una sostituzione costante arbitraria (det. 1). La sostituzione S la 


, 


chiameremo /’integrale indefinito sinistro o semplicemente L'integrale sinistro 


: usn 
di K i 4 : | 
Analogamente tutte le sostituzioni la cui derivata destra e C i 5) potranno 


porsi so to la forma 


fas C (ns B Í 
S e ea). | 
P 
e S, si chiamerà l'integrale indefinito destro o l’integrale destro di Li AE 


10. TEOREMA X. — Se si ha y = ọ (x) , (a + 8 = 0), avremo 
Yi y Xr 
(*.8 (ap (4), Be Go) 
dy — dx; 
/ i.a E boo (o) " 


in cui 
FP) è» y =g (r). 
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Infatti, se h pi (det.=1) ha per derivata a sinistra, rispetto ad y, * : B) È 


€ , d, 13. 
avremo (Art. 9°, $ 19) | 
a pi r4 m » Bp'(2)) . 
dy \c,d} We (=) , 39 » 
il che dimostra il teorema. 
TEOREMA XI. — Se tutti gli elementi della sostituzione 


Elia 


diventano infiniti per x = x, soltanto, e di ordine inferiore ad un numero minore 
di 1, si avrà che 


esisterà e sarà finito. 
Supponiamo infatti che «,8,y,ò, divengano per x = x, infiniti di 
ordine non superiore a I — e. Posto 
IS (x mea ita Ax» 
p= (x —4) "Br, 
Y (x — X. sain Yrs 


à -—(x-——4)-'1*8,, 


avremo che a, , B, , y, , 9, saranno sempre finiti per tutti i valori di x, anche 


pu esp 
Essi saranno inoltre continui e si avrà 
n PE 8, =:0, 
Avremo 
x x 
ms ART tss a Y t 
| Su f ici Rx uin Br dx. 
J Nr, 3 JENS ors YE eo eg) E di 
X6 Xo E 
Poniamo 
x — x, (ez), 
si avrà 
z= — (x= x), 
dx 


quindi pel teorema precedente 


j Ea 


Xo Zo 


zZ 


eetis. 
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O MM DO DO O Ó— 


Ma al limite 


im (aja (aja 


Zo žo 


sostituzione determinata e finita. Ne segue che esisterà il limite determinato 
e finito di 


J MATZ per m 


come si voleva dimostrare 


Questo limite si chiamerà /'¿ntegrale fra x, e x, di wi 4 e si scriverà 


JE Ja 


11. Diamo finalmente un teorema di cui vedremo in seguito le conse- 
guenze (Parte 22). 
TEOREMA XII. — Se sz hanno le due sostituzioni 


col simbolo 


(som. =0) , Iz 


, 


le quali differiscono fra loro meno di e; e se x, B, ,8, o, Br» Yrs 9, sono 
inferiori ad m, avremo che 


q 
a,b 
Jese 0 f 


? 


IA 
aji 


&, 
Y: 


differiranno fra loro meno di 
mig prelPo 17 
n e (e I $ 
con P = e” e C è un numero indipendente dalle sostituzioni date. 
Diviso (p---9),(q —p=1), negli intervalli 4, , 4,- --£,, avremo che 


1+0%;, B; A; Mis I de Ps B; A; Do 
Yr hi PIECE 8; A; I + è; hi 


sarà inferiore a 


A ( + T 


1 — 2mh; 


onde per il Lemma 3?, avremo che 
ra. BAS | "e d4licamA. [B T 
(5) IL T hi » 14 0;%; | j ITL} Y: hi y 1 +8; hi) 
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sará inferiore a 
p= (o (| 


supposte le %; sufficientemente piccole. 
Ma per la formula (2) Art. 2° 


II FER Le pas Cml 


1 — 2 mh; 


quindi y sarà inferiore a 


7 1 4-2mÀ 
aeg (Lr a 
€ — I. 


de 


I 
A 


ove 


uri 1 2s (227) P, 


M — 2 mÀ 


essendo 4 la maggiore delle %;. Ne segue, poiché ciascuno dei due prodotti (5) 
e» inferiore. a: (ePm (:+218)..1)/2 ,: che 


»A 


IL 


1 


I+0%;, Bik 
Yi;  , LF ò; hi 


IL I T di pa , 8; A; | 
$ 1 2-8; Aj 


differiranno meno di 


a er (152m) Pa 


A pratami) \ _ 1— 2 Mh, 


2 | ve 


A] limite c indefinito delle 4; risulta che 


j 


differiranno fra loro meno di 


g 
SAREI e i 


yj se 


a, 
Ys 


Y / di. 1 
——— ie 1) 


$ 3. — SULLE SOSTITUZIONI A PIÙ VARIABILI. — DIFFERENZIALI TOTALI. — 
DERIVATE SUCCESSIVE DI UNA SOSTITUZIONE. 


1. Abbiasi una sostituzione i cui elementi sono funzioni di più. varia- 
bili x, ,x,,---:,x,, diremo che la sostituzione è funzione di quelle variabili. 
Se gli elementi sono continui separatamente rispetto a ciascuna variabile, chia- 
meremo la sostituzione continua separatamente rispetto alle diverse variabili. 
Finalmente, se tutti gli elementi possiederanno la continuità assoluta rispetto 
alle x variabili, esprimeremo questa proprietà dicendo che Za sostituzione 
è continua assolutamente. 
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Non enuncio le proprietà delle sostituzioni continue separatamente ri- 
spetto alle variabili e continue assolutamente per la loro analogia colle pro- 
prietà simili delle funzioni. 


2. Bia n à DI (det. 1) una sostituzione funzione di x,,%,,*-*,Y, e suppo- 


niamo che gli elementi ammettano le derivate parziali determinate e finite 
rispetto a tutte le variabili. 

Dati alle variabili gli accrescimenti infinitesimi dx, , dx, ,-»-, Zx,, con- 
sideriamo la sostituzione 


m A o) H sb 
C , D Xx +Hdxy ,x2+dx, sts xy dx, € , jd EZEREN 


Trascurando infinitesimi d'ordine superiore a dx, ,---,dx,, avremo che 
il prodotto precedente potrà scriversi sotto una delle forme seguenti: 


(1) 


È +D4A—CdB, AdB— BdA. ) 
D4AC—C4D , 1 -+ AdD — BdC, 


+ E DE cE) LA 


m al | | 
EA : E AB 22124) 


(b de z poo D cC dx; ) ax, , (A i — B Jar, | 
y EE Je , 14 (A —B aa 


L'ultima di queste eguaglianze è vera soltanto a meno di infinitesimi di 
ordine superiore. 
Le tre precedenti sostituzioni le denoteremo col simbolo 


A, B 
e (o) 
? i 2 DÁ SA . (A, B 
e le chiameremo il differenziale totale sinistro di (c DI: 
La sostituzione 
dA dB” dB dA dA 
(V) (D E CAN Le È 2er] du. E wt du 
dC dD dD OE 
(p x e 22] i (A dx; es va, r3 2s | 


la chiameremo la derivata parziale sinistra di (SE 5) rispetto ad x; e la denote- 


QUUD 
d A,B 
dz; c pl: 
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—M € má aÜ 
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. Finalmente la sostituzione 


on | i (DE È Sa ES Ce) da; i (a Z Bo) dx; | 


| in CB). 14 (A B4 20) dx \ 


i 


si chiamerà il differenziale parziale sinistro rispetto ad x; e si indicherà- col 
simbolo 


e ` ' A,B DATE : 
(VI) | ds, pits MUT as c p) 
Avremo la formula fondamentale 
/ A,B da : d 
ANNE ULL 


Analoghe definizioni e formule pure analoghe si avrebbero per i differen- 
ziali destri. 


3. Supponiamo ora che gli elementi della sostituzione 


[2 y (det, 1) 


CD 


oltre alle derivate prime posseggano ancora le derivate seconde. Si formi il 
differenziale primo sinistro della sostituzione, avremo 


Sa e 1 4- DA — C2B ,.. AB — BdA 
C.D; =( D4C —C4D tps cans 


Formiamo ora il differenziale sinistro di questo differenziale primo. Se si 
trascureranno infinitesimi d'ordine superiore al secondo, otterremo 


1 + 4(DZA —CdB) , 4(AdB— BdA) ) 
( d(DdC—C4D) , 1+4(A4D— BdC) 


Allo stesso risultato si sarebbe giunti se si fosse determinato (a meno 
d'infinitesimi d'ordine superiore al secondo) il differenziale destro del diffe- 
renziale primo sinistro; avremo quindi un solo differenziale secondo sinistro, 
come pure si potrebbe analogamente ottenere un solo differenziale secondo 
destro. 

Si scriverà 


2 la, ij js $ --4(D4A —C4B), d(AdB— BdA) ) 


Cp d(D4C—CdD) ,1+d(AdD—BaC) 
13. di + Dd? A — Cd? B + ZDZ2A — dCdB , Ad? B — Bd? A ) 
um Dd? GCaD o , I + Ad? D — Bd? C + dAdD —-d Bac). 
Ora 
AD — BC = 1. 
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Differenziando si ottiene 
AdD + DZA — BdC — CdB = o; 
2 (dA 4D — dB dC) = Bd*C + Cd*B — Ad’ D — Dd^A ; 
dA dD — dB dC + D4d*A —Cd*B = — (Bd°C —Ad*D —Cd*B + Dd°A); 
dA dD — dB dC + Ad*D — Bd*C = — (C4* B — Dd’A + Ad*D — Bd*C); 


quindi avremo ancora 
A, ») : 


“(cp 


\ 1 + +(Bd*C—Ad*D —Cd*B + Dd°A) , (Ad* B .— Bd^A) 
, 142 (C4? B — Da*A — Bd*C +Ad*D) 


| (D42C — Cd? D) 
) A,B Pda 
4. Supponiamo p D) funzione della sola variabile x, avremo 
r (È ») n: ( + (DA"— CB".L D'AC B^ da? , (AB"— BA") dx? | 
Qu . (DC"— CD”) de? 1 -- (AD"— BC”+ A'D'— gea] 
I + E (BC'— ALD". GB" DA”) dx? ; (AB"— BA”) dx? 
(DC"— CD”) da? , 1+-(CB’—DA”— BC” + AD”) da? 
Porremo dn 
I Hn "n Hn rr ” Hn 
P KA ;(BC —AD'—CB'4-DA^» , (AB"— BA”) 
da? ri "d tt HH d ” "n +t AAs 
di oli (DO 40D/^ , 1 (CB"— DA"— BC"4- AD") 
Pike Fi rj i jq. B 
e chiameremo questa sostituzione la derivata seconda a sinistra di Le i 
Menalto ad ica 1 T | 
5. Supponiamo ora (c i b) funzione di x. variabili x, , x;- -.x,. Poniamo 
q? ba ; " 
ds; AC; D 
Bus i 72 : : 
HU o CB A pala rs 
2 dx dx; dx? de da? dx; 
RO rA 2Be 2 d? D de A 
(D 2: c) (c£? —9 46 J 
dx s dx; 2 dx, dx 3 dx Z ; dx; 
PA OB. ‘ADI. | dC 2B DBOop4A | 
- | da? dx? ' dx 2 dx, dx; dt. i da? de | 
= | | | ; 
| | dC AD AZP gc, dA dD dB ac 
da, M da? da AU WE. dx, dx, 
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= ( 


| 
\D 


|D 


dii IN]. 
d (Xr t) . d(x,x») 
1 d? B d? A d*D d? B d? A 
ln CA LUE EA (ATE Bara) 
dC d^D 1/4 d? B dC D . d° A \ 
(D dx, dx, dx, z) ¿(e dt; ces SETE dx; +A dx, dx, — dx, de, 
d? A les d? B ud IB. dD dA 4C dB dC dB “dB B d2 
dx, dx, dx, dX; 2 dz, dx; dx; dx, dx, det) dx; A r das dx, — dx, c dx, 
d*C c 4D 44D gpd4Cc pus . dB dC , dAdD dB aC 
dx, dx, dede," dx, dx, da, dx; de dit, Gite dl dr, dM. EE 
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| 


Adottiamo inoltre i simboli 


C v) dx; e sa 5) dx; dx, 


per denotare le sostituzioni 


( + adx; . Bari I 4-2adx;dx,, 2fBdx;dx, | 
bus ia oil 2ydx;dx, ,14+28dx;dx; 


Potremo scrivere 


TW A d? , d? A, B 
SIN (c5) 7 MI. di? E p) er IL. 287; " pad 


La formula (1) ci dà l’espressione generale del differenziale secondo della 


sostituzione A p 
G ud 
Ora 


d? ig 


(2) de cp ^7 mA M Sel 


Gr D 
cioè ¿l primo membro non è altro che il differenziale secondo della sostituzione 


quando si suppone variabile la sola x; e le rimanenti x, si suppongano costanti. 
Consideriamo invece 


Pi A, B\ 
d(45%;) e p) dx, de; 


è facile vedere che essa non è eguale in generale al differenziale che si ottiene 
differenziando successivamente la sostituzione rispetto alle due variabili x; e xs. 
Infatti si avrà 


d. di ya vat —c£ TE) dai ida, , aA Bas dA) das da ] 
Pe de (0 us Sa 2s) da Aa 20 as, as, 


dx; 


ipf cade 14 Ela zo feas o 


pa DR CE) dada, , FAT Ba dxdm. | 
| dx; 


dx; 
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du; 


dx, 


Porremo 


d d [A,B|.- 
dada dM DJ. 


e avremo in 


aod. 
dr, dx; 


XV. — Sui fondamenti della teoria delle equazioni, ecc. 


id dA dB " ( dB 
| dx, dx; a6] ? dx, dx; 
{ 
ue Jo dD 4 (,dD 
asp Ze ao 
(tu dA dB d I B 
ale). AE 
c.n 
Asc. 2) | d (A dD 
dx; PEA dx. dr; dx, 


generale che 
id AA lod 
E XE ie de, E i la Az) 


d? 


jay a 
Coi E 


d (x, xj) 


257 


A,B 
cu 


Nel nostro caso quindi non vale la Zegge di permutabilita nella derivazione, 
né la legge di formazione del differenziale secondo analoga a quella per le 


funzioni. 


6. E utile per il seguito vedere le relazioni che passano tra le diverse 


derivate seconde di Io S rispetto a x; e x;. 
Poniamo 
d ec») 7 (s.a) 
dxj E , D Yi , 3; 
d CA (e) 
dx, \C,D 1:59; 
Avremo 
( das d; 
uuu s.n dx, dx, 
(3) i us (cp) ^ 
4, Axi IC, D dy; dd; \ 
| dx, dx, | 
des d, 
ALEA dx; dx; 
(4) dx; dx ( : y 
a ds dy, dò 
a: "dx 
d? k , B 
d (x; x,) (ue 5) 
1(ED dA _ dC db, dC dB _ dD dA (du 
2ldx; dx, dx dæ, | de, dx; ds 273 ; dx, dx; dx; dx, dx; 
du (E D. 1 dd I 
dx, dx; dx, dx; A) you du; dz, di; du, dx, dag o du, d) 
BS. rd mas qu ug a 
dx; dx; | dx,dx; | dx; dx; dx; dx,]! dx; dx, dx; | dx; dx, 
de y (CD ende diga an aD 
dx; dx; dx, dx; 2) dy, | 2Ndx, dx; dx, dx; da dx; dx; dx, 


17 
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Ora 
dA dB dA dB 
dx, da;||B,—A| [da 4x||B,—A 
vi Mbs e dC 4D | cl = (E Bora. 8: Bits — 0481) — (iv — Bora) > 
dx; * di des dis 
e i dC dD 
dx, dx, se + da; du A : 
dA dB «SPA ta. as pi í dC ID losa | ac Ys + Yi "n 
de, dx; | PIE 
quindi si ottiene 
(S + d ; 
d? A.B i Y: —Bs Yi) ; 2b IT (a Bs ui Us B;) 
(Mean ( i )= 
(zix) \C,D dy; pa £x» 
" | de Yi E (8; Ys — 3; Ys) , da z (Bs Y: — Pi Ys) 


Herby) oo t Be) | 
ri 


—&y) o + Ber) 


7. Valendoci delle formule ora trovate, passiamo a risolvere una que- 
stione fondamentale di questa teoria: 

Dato un prodotto di sostituzioni infinitesime della forma 

Ze (1+a;dx;, idu; no fi 6; 

(6) II. y;idx; ,1+8; d san IL D : ML 
determinare a quali condizioni esse debbono soddisfare, affinché il prodotto 
rappresenti il differenziale esatto totale sinistro di una sostituzione. 

In altri termini: Data una espressione differenziale, trovare la condizione 
affinché essa sia un differenziale esatto totale sinistro. 

La soluzione di questa questione può ottenersi direttamente come viene 


mostrato in una Nota (9, ma essa puó dedursi immediatamente dai risultati 
trovati precedentemente. 


Se la (6) é il differenziale esatto sinistro di una sostituzione oet ; 


dovremo avere 


— 


d PLNS 
dxi \C,D Yi» 8; ^ 1 
quindi avremo intanto che dovranno essere soddisfatte le » relazioni 
(7) a; + è; = 0 (CAO SIE DA 


(*) Vedi la Nota a questo articolo inserita alla fine di questa prima parte. 


www.rcin.org.pl 


XV. — Sui fondamenti della teoria delle equazioni, ecc. 259 


Dovremo avere inoltre (formula (5)) 


(Ze ta Be s E H C B — 080 | 


d2 ‘AB 
d (x;X5) (e ; »)7 Î dc 


DA 
\ dx; E ds Yi) 


++ (Br Broh 
(+ 


ma (c:») =] 
Ali Xs) C 5 D E: 


(Bo Yi — Bi Ys) ’ ch + (as B Ec Bs) | 


, 


aperti) > " 4 Gne — Bv) y 


dalle quali si deducono le EL relazioni fra sostituzioni 
e dai de; 
e zt E) , se = F (as Bs — as Bs) | 
(8) 
MS i ad 
SUL) s gib} 
des d; 
Lai CRM 
«Tet dr | (d,5=1,2,-:-,%) 
$ $ I 
E e (8; Y Ò; Ys) > dx; + 2 (B; Ys — B. Yi) )) 
che possono anche scriversi 
| du; d $ d i d $ 
de da o n Bet) aca ree ME) uu, 
iu x dà de, a o) 652m. 
Pao id Ys — 89 Yi) » A aT 


4 (2— 1) 2 
2 


250 — I . . . . . . 
Queste gu». relazioni equivalgono alle relazioni che si ot- 


tengono eguagliando a zero gli elementi della sostituzione (9). 


4 (n—1)z 2 (n —1) 
2 2 


' Di queste relazioni — sono conseguenza delle altre, come 


risulta. immediatamente osservando che in forza delle relazioni (7) la somma 
dei termini in diagonale nelle (9) è nulla. 


8. Analogamente si troverebbe che le condizioni affinché la espressione (6) 
fosse un differenziale esatto destro sarebbero date, oltre che dalle (7), dalle altre 


da; As i s 
(9) PET Beyi Bev) LA zn. e 
9 Py PRETO a 
Ba LS eu Re 


9. Adotteremo il simbolo 
AS bu 
| NES 3) Yx,81))x,y 
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per denotare la sostituzione 


| de: d d: d 
torri e) 
du. d dà. dà | 
2 — F2. Y— 8v) , T —u GB) 

ed il simbolo 
AP" a, 1 : p , 4) 
C , 3 YES di Xx,» 
per denotare la sostituzione 

í d t a d I d ) 
gta TE rob 
dy d " a. # 

TR FE) E FAM 0) 


La condizione affinché 
A, Ar , Pr 
alal) 
Nus 8 MN s 3; 
sia un differenziale símistro verrà espressa da 


Leni 


mentre la condizione affinché sia un differenziale destro sarà data da 
(3-39 - 3) 
T 8 YI, à: x,y 0,0 


$ 4. — SULLE SOSTITUZIONI FUNZIONI DI PIÙ VARIABILI. — INTEGRAZIONE 
DI DIFFERENZIALI TOTALI. 


A' 


I. Abbiasi una sostituzione S funzione di x, ,x,,--+,%x. Avremo (vedi 
paragrafo precedente) 


(I) dS = [[, X: dx; 


in cui le sostituzioni X;, hanno la somma dei termini in diagonale eguale allo 
zero. 

Abbiamo trovato nel paragrafo precedente (Art. 7) delle condizioni 
necessarie a cui debbono soddisfare le sostituzioni X;. Queste condizioni sono 
espresse mediante le equazioni simboliche 

, 0,0 : 
(II) N (Xi X3. = "M RE E AIN 

Risolviamo ora la questione: Data la espressione differenziale (Y) i cui fat- 
tori soddisfano le relazioni (II), costruire, se è possibile, la sostituzione integrale S. 
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Questo ci servirà a dimostrare che le condizioni (II) trovate come zeces- 
sarie, sono anche sufficienti affinché la (I) sia un differenziale esatto sinistro. 


2. A ciò premetteremo la dimostrazione di alcuni teoremi che ci servi- 


ranno anche in altre occasioni ‘*. 
TEOREMA I. — Siano X (som. 0), Y (som. o) due sostituzioni funzioni di 


BYE sta 
s=[/Xdx , X, =. 
Si ponga 
MNS 
MEE (Y - X5. 
Avremo 
dM dN 
Va qe s. A (X , Y):,,]S 
| ap aQ | EPIS 
dx * “dx 


Infatti supponiamo che sia 


(pi (tt) ese) 


Y,8 
Avremo 
(o: o) = E 2d w — (da, — cb), Brt (ab, — His P i j) 
P.;Q €,4] Nyx— (de, — cd) » 9: — (ad, — bc, c,d]' 
vale a dire 


M=  (am—da,-- «5y) ad + (Bx — ab, + bay) ed —(y,—de,+ cd) ab — (8,— ad ,4- bc) bc, 

N= (ada, + có) bd 4- (Bx — ab, + bay) d^ — (y,—dc' + cd)  — (8,— ad; + bei) bd, 

=— (ay —da,+ cby) ac — (Bx — ab, + bay) E + (y: —de,+ cdy) a? + (8, — ad,4- &c;) ac, 

Q =— (a, —da,+cb,) bc— (B. — a5,4- bay) cd + (y, —dc,+ cdp) ab + (8, — ad, + bc,) ad 
e quindi, con un calcolo che non presenta difficoltà e che perciò crediamo 


di poter sopprimere, segue 


(T A 
persa 49 
nr togk 
ap! AAN >» ARA "es 
c,d cri El llas a8» e y) : + pp)" 


NE wn 


(E) wee». 


come si voleva dimostrare. 


(*) Vedi le dimostrazioni degli stessi teoremi pel caso di sostituzioni di ordine qua- 


lunque nel $ 8. 
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TEOREMA II. — Se si hanno le due sostituzioni 


ax , di 


des M X(som.o) , [* p — Y (som. o) 


funzioni di x e di y e se 


à fale che | 
Aeee) A E A 
x We, 8J7 Cp FF AL] i] 
avremo 
A'[S-: XS , S-: YS],;, = 
E 5 1 —C1p + ài v — öyr ; 2 (cr A — CA + avi— ax Y) 
S-'IA[X, Y]. Las yii Jis. 
| bet 2 (01 p — bp + gur —81 4) , ciu—ur+ vi —b1 Y 
Infatti 
Sn ada — afc+y8b—Byg  , P3a—f*c48b—P8gy (6,9 
ut » aya + a? cı — y payg , i En Ü ; y 
Sys ada: — «Qci--Y8b: — Byg: , Bda — B? c: F9? dx — Pòg: J= 
— ayarta? Cr — Y bi+ayg: , —YPar+af ex — yd6:+0081 Krisi 
onde 
( ING, v -s( chi — dex 3 bg aha 
2(n—rb) . (319—745 2(cca— ca) , bo 5:6 
Avremo poi 
| dà: _ db dg | dq day da dà db 
dx dy; «Mo da dy san dx div) das dy S 
i M \ 
dr de des de | ) de, SA A: 
e TAR VE dy | o sl a» T T A 
d(a8)__ d(aB) ^. Z(«B), 2 LA d fov d(18) |, d(Bv) , ,2(Bvy) 
uc ATO AE TE T4 um E, e e 
Ora 
da I da 
dr Fa aà + Yu dy = ah + Yu 
a <= 
L= By -- BÀ = Sy, + B. 
d d 
"ew Ye er _ av, + Yes 
dà 1 
u == 0p-F Pv Z = dp + prn 
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quindi 
(ub _ 28) :_ daB) d 2 d E d(vX __, 4 aai d RC 
d: dz dy da TA t4 dU dy 81 +8 


= að (cu, — ei E o af (c, X — Ch H v a4 — va) 
+ 2x8 (b: o — bp: + Zu: — £i 9) + BY (0, v — by: + ur c — pes). 


Analogamente si ottengono gli altri elementi dell'ultima sostituzione 
scritta; quindi 


E ERE 


dx dy * dx dy 
riis dy d$ — — d$ 
dx gy Su dy | 


| dax da dà db ( 
dx dy * dx dy Cui — Cr U+ Č — ov: , 2(01A—Ch+v1 à— à i] S 
dex dc | dg: dg 2 (bx p — àpi-t- gua eod E MEA Uu — cur +6bv1 — dr Y 


| dx dy ' dx dy | 


e finalmente 
A TRA S^ pe coe | NA. Va 


eui — Cr 3 06:9 div ; e | 
2 (619 —bp1+8U1—81 1) , Cp — epa 0v — div 


A 


come si voleva dimostrare. 
TEOREMA III. — Supponendo che sia 


TRU (i Ae X -[ Je 
€,g CI, £1 
Y = A Y uie: 
(DE Yi A 
A (X - X, , Y +Y), y = A (X) Y), y HA (XK) Yi), 


Ae aiia A o dolincóae 
2 (8Y: + 81 y —8c1-— 810), Br c + Ber — yo — Yı 0 


si avrà 


Infatti posto 


; M,N 
EOE Y + Vos = (270) 
otterremo 
o ele de dax da, 
IAE : tod Y.) (164116 Be — P: £), 


dx 


(ss 2 (o — pa))+ Pii SN — fa))—2 (aHa: B— n. 92b.) 
P =(%— — 3 +2(8—18))+ (2E — 2 20,3, 1«62)— 2n i — 95 3,0) 


Q- (ao ht) (hm 0) — 0e — bey — 69) 
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e per conseguenza 
M,N 
(z'o 
come si voleva dimostrare. 
Da questo teorema si deduce immediatamente la formula 
A (Xi y k Vi N35,» == A'(X , Vhs, y — N (X, , Vader 


^ ( yb + Y1 0 — Bex — Bx c — 2 (x 1 — e BOT | I m 
2Lgy:+81 Y — der — 81 € — 2 (v1 £x —C1 81)] , Brc+Ber— Ybr — Yı 06 — 2 (Bx ex — bd Yı 


Nan ; Yör + Yr — Bes — Bre, 2 (ax + ax B — 010 — abs) 
2^ (XY), , +A |. a O EIE e Brc + Bes — br — Wi 


Finalmente si avrá il 


TEOREMA IV. — Siano X (som. 0), Y (som. 0) e Z (som. 0), tre sosti- 
tuzioni funzioni di x, y e 2 e sia 


S= [xax A AER * = 
P 
Si avrà 


A[S"(Y—X2)S, S (Z—XyS),.=5S '[A (Y, 2,,.] S. 
Infatti, poniamo 
kbA Q2, ba A Q5 , b3 
Y= (7) E z= (e) 


mela). Aeg 
" , " i r Y3» 93 
Avremo (vedi teoremi precedenti) 
A[S (Y — X) S, S '(2— X)S], —5 [NY — X;, Z — Xy)y,1]5 
ulti | [M B3 — (es — Y3) Ba + (03 — B3) Ya — (62 — Be) v3; y I | S 


«+... s» 1 RAIN » aim Ple de di PR 9.9 b.» v». 4 e dp da 8 lu m9 


es DEA - A TTI 


#0 0 = | o é ] | ] oojo . o t | | 0] £221 £5c] £5 c! | ]| À| hcc os: n. 


ES igi: B3— (63— Ya) B2 + PA ta TS | ls 


$ es 9» € ajq 9.8 MN 9 o IR P & 4$ n.o 0 € 99 9 V «0 UR 9s Vae e» a è $426 


= ST j (A(Y— Diz, — A'(X, , X3,5] S. 


k 0,0 
A (X, , X».-( | 


0,0 
quindi 
NS (Y—X)S,S "(Z—X)S),,.=5S [A (Y, 2,.]S, 


come si voleva dimostrare. 


3. Cominciamo dal considerare il caso in cui si abbiano due sole varia- 
bili indipendenti e l'espressione differenziale sia 


dS = Xdx -Ydy 
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con 


(1) N, Ys, m (2) 


0,0 


Si formi 


AN fxax, 


in cui nell’eseguire la integrazione deve supporsi y costante. Avremo 


dS _ 4$ 


dx da =X, 


onde per un noto teorema ($ 1, teorema XIII, p. 231) S e S, dovranno essere 
eguali a meno di un fattore a destra indipendente dalla x. 
Ne segue che 
S=S,T, 


essendo T funzione della sola y. Quindi 
inpr 2 et 
e derivando rispetto ad y, avremo 
Y ,—1i dT 
EA 


o anche, per un noto teorema ($ 1, teorema X, formula (14), p. 229), l'equa- 
zione precedente potrà scriversi 


vale a dire 


(2) SUN rr 


Bisognerà dimostrare che essendo soddisfatta la (1) il prime membro della 
precedente equazione è indipendente da x. Perciò osserviamo che ponendo il 


primo membro eguale a d S pel teorema I di questo paragrafo, si avrà 
TM 
dr dE. 
= SeT A' x j X x di 
dP 40 | (A'( )».3) 
dx di 
onde per la (1) | 
aM dN) 
| da’ dx Î C A >) 
) = . 
Î dP dQ | 0,0 
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Questo ci dimostra che il primo membro della (2) è indipendente da x. 
Integrando avremo 


T [sz (Y— 5s, ay 


€ per conseguenza 


s-s [Is [r7 (5s do 


4. Consideriamo ora il caso generale in cui si abbiano % variabili 
4,,2,,:::, x, e l'espressione differenziale sia 


dS = [LI X: ax; 


con 
, 0,0 1 
(3) A (X; Xj... = (1,7231 2,535, 4) 
0,0 
Si formi 
fx. dx, =S, 
e nell'eseguire la integrazione si suppongano x, , x, ,---, x,, costanti. 
Avremo 
eu dE 
dx: de. de 
e per conseguenza ($ I, teorema XIII) 
Se ST; 
con T funzione di x, ,x;,---,%, soltanto. 
Quindi 
5. i es T. 
e derivando rispetto ad x, (2 — 2,3,---,7) (S 1, formula 14) 
4 "s dS: dT 
UU, = Da 2 (X. Ju dx; ) "er È, H 


Bisognerà dimostrare che 
1) U,,; è indipendente da xi, 

2) A'(U,,;U,,)4., = 5 23 (£,522,9,::*,f2). 
quando sono soddisfatte le (3). 

Ora che le U, ,; siano indipendenti da x, risulta immediatamente dal teo- 
rema I di questo paragrafo. 

Abbiamo poi pel teorema IV 

A' (U, si) U, D »- CE (A' (X; Xj) S, == C ; y ^ 


0,0 
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Resta quindi dimostrato che se le condizioni (3) sono sufficienti per 
n = m, saranno pure sufficienti per n =m + 1, il che prova quanto ci era- 
vamo proposto. 

Abbiamo così anche una regola per la integrazione dei differenziali totali 
di sostituzioni perfettamente analoga a quella che si dà nel calcolo per la inte- 
grazione dei differenziali esatti. 


$ 5. — VARIAZIONE DELL'INTEGRALE DI UNA SOSTITUZIONE. 


I. TEOREMA I. — Se si hanno le due sostituzioni 


X (som.0) ,  X,(som.o) 
avremo 


( fx dx) ; ( j Xda) — qe MER a f 
$ è $ 
ove 


2 
T —[X, dx. 


Infatti, dividiamo l'intervallo (5...g) in n parti Z4, , 4, ,--., 4, a comin- 
ciare dall'estremo 5. | 
Supponendo 


a, d\ a, 
x-( , ) =( , 
c,d ; X, Ca T. 4 d 


potremo scegliere gli intervalli 4, così piccoli che si abbia. 


q 

€ N Dd. Sa Ica. bihi | 
[xax - ( Es etto) Hb GA; , 1+ dihi 
d 


MEX VA ra, 25 
n de =| " iiU ch; Suns: 


e in modo che le e siano tutte inferiori a un numero dato s. 
Ne segue per.il lemma 2° del $ 2, Art. 2, 


(afe i255) int) 


IA AN fas 5A Vv "| 
= î 173 2$ 1 11 è , 
“IL |T ( 6; hj X aw c;h; Prod " 


, 
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ove si è posto 


I+ Er, € iii 
TE , 


£3 ,I-de 


, It, €, 
i=( , j» 


ET PT e, 
Tai II ( +4,h,, b, A, ) 
y ¿+1 " 6, A, As +4, A, 
Passando al limite, per le 4; infinitamente decrescenti, si ottiene 


( fx, da) ( l Xa) LTT Î 
è E è 


come si voleva dimostrare. 
La formula precedente può verificarsi facilmente derivando a sinistra 
ambo i membri rispetto a 5. 


2. Se agli elementi di una sostituzione (O (det. 1) diamo delle varia- 


zioni infinitesime ða , 85, 8c , 8d, si chiamerà variazione sinistra della sosti- 
tuzione, la sostituzione 


AAT opa 
c,d] 5. Ve Hb, ¿+82 2) 


e variazione destra, la sostituzione 
(m 3-— n a+da, 6 4- òb 
c,d 7 2 vd DUE ul 
Si tratta di trovare la variazione di un integrale definito di una sosti- 
tuzione. 


MAS A. ,0 
Supponiamo di avere Ù 2) (som. o) e 
a,b 
a 
A | ( | Jas i 

WAN 

P 
Diamo una variazione a tutti gli elementi della sostituzione ed ai limiti, 

in modo peró che 


à (a + d) = 0; 
avremo 
TEOREMA II. 
g q 
ne a,b | [(1+a89, òg 1— 285 , — bòp a 82,801 1 $ 
s= (^) de=( c, MW Liu A AS AT los aa) 7 | de | 
? d 
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essendo 
a 
a, 
di Si M» Pe 
Infatti 
TE EN Y ii) 
a m a, =r 
pi | I bus Pa d T (1) del 
555 P 
onde posto 


a -- õa, ġ -+ òb a,b 
(gn i ( )=V 


si troverà 


ss- (fa fi da) (fo, da)( fo da)” (UN. da) (fo, da)” (v da) (fva 


Ora a meno d'infinitesimi d'ordine superiore si ha 


q+59 vi M 

__{1+ad9, ^ M 

n sf de) = fV.dx =( cdg prr 
g 


$455 
q 2 f 8^ 586 ` 
A. p T s 
(vnm (T 
P $455 +ò ; 


(v dx) ( Per En | sù E | n ) T^" dz ji 


quindi a meno di infinitesimi d'ordine superiore 


g 
_(1+4a8%, 58g 1—adp, — bð AN ña Ej ( 
iin ( còg , EL — caf , M s das 2 òd T y 


come si voleva appunto dimostrare. 
5 6. — INTEGRAZIONE MULTIPLA DI UNA SOSTITUZIONE. — RELAZIONE FRA 
INTEGRALI CURVILINEI E INTEGRALI DOPPÎ. 
1. Relativamente alla integrazione multipla ci limiteremo ai soli integrali 


doppi. 
Abbiasi una sostituzione 


y 5) (som. 0) 
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funzione di due variabili x ,, y e definita in un campo o nel piano delle varia- 
bili x, y che supporremo tale che ogni parallela all’asse x ne incontri il con- 
torno s al più in due punti. 


x, 


Ammettiamo che la sostituzione (È 3 


) sia continua e che il contorno s 


sia una linea continua. 
La parallela all'asse x che dista di y da questa 
retta tagli il contorno nei punti A e B. Si formi la 


sostituzione 
B B 
f Qua”) Í Bdx 
far, Br A A 
M , 4 B B 
vues f dda 
À 


Fig. 1. 


avremo che s ul D sarà funzione continua della sola y e sarà a, + 3, — o. 
Es 1 


Siano y, e y, rispettivamente le distanze minima e massima che passano fra i 
punti di s e l’asse x. 
Si formi 


| 21 
[ , i 24 * Ar, s dy 
G , D QI , 3: 
Jo 
avremo che pi " sarà a (det. 1); essa si chiamerà l'integrale doppio sinistro 
della sostituzione E i 5) eseguita prima rispetto ad x, poi rispetto ad y ed estesa 
a tutti i punti del campo c. Si scriverà 


(Ifito 


Se le parallele all'asse y incontreranno s in due soli putti al massimo; 
potremo considerare la sostituzione 


(5 m4 m] a) ttn 


e avremo ¿n generale 
(Eo) n. 
cal” aye] 
Limitiamo il campo o,, fra il contorno di c 
e due rette rispettivamente parallele agli assi x 


e y e che si tagliano nel punto di coordinate 
X4,,X, (la parte tratteggiata della figura 2). Fig. 2. 
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Poniamo 
a,b sm «,p 
^ - jl t3) er 
Qx , bi I» ( x, 
ioca) - ji bs pde. 


Si 
Se manterremo tutto fisso, soltanto varieremo le due rette che passano 
È Eos (AA 
per (x, y,) collo spostare questo punto entro c, ambedue le sostituzioni C 1 dh 
, 
di, bx . . . . e n : 
e q.) potranno considerarsi come funzioni di x, e di y, e avremo eviden- 
1,41 


did 27$ HE x, 
dx dy EM dy dx €1 di TER Jl 


2. Analogamente a quanto si fa per le funzioni studieremo gli integrali 


temente (vedi $ 3) 


curvilinei delle sostituzioni. Se la sostituzione (4a) (som. o) è definita per 


tutti i punti di un arco di curva s, potremo considerare (presi due punti A 


e B sulla curva) 
f 3 
Fla, 
] , , ; d 


A 


e analogamente avremo un integrale destro curvilineo. 
Se la curva s giace nel piano delle x e 
y entro il campo di variabilità di due sosti- x B 


tuzioni put (som. 0), ha Ü (som. o) fun- 


zioni di x , y, potremo considerare la sosti- 
tuzione 


Fig. 3. 


r —1 
A [e 
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3. Il teorema che ora vogliamo dimostrare si riferisce alla relazione che 
passa fra integrali curvilinei e integrali doppi. 

TEOREMA I. — Siano X e Y (som. o) due 
sostituzioni funzioni di x e di y definite nell interno 
di un dato campo o del piano xy e al contorno s 
(incontrato dalle parallele ad x al più in due punti). 
Preso un punto qualunque M (di coordinate x , y) 
entro a, si formi 

A E 
| X ax. [ Xdx-Y dy = S, 
e A 
essendo MC parallela ad x, A il punto di s più 


vicino all'asse x. Avremo che 


[GA (A, Ve. S) dx dy = | X dx- Y dy 
Fig. 4. 6 s 
supponendo che la integrazione lungo la linea s sia eseguita partendo da A e 
ritornando allo stesso punto lasciando sempre a sinistra il campo c. 

Per dimostrare questo teorema si osservi che pel teorema I, del $ 4°, posto 


M. a dS: 
(507 1Y 3) 
resulterà 
| dM dN ) 
o o S 
Lap aol A N a 
dx. .' dr) 


Ora dal paragrafo precedente si deduce facilmente 


DRUG We 


quindi (vedi Art. prec.) 


JS deL LS eap >f AT 


ove B è il punto di s più distante dall'asse x; e l'indice D posto nella quantità 

sotto il segno d'integrazione nel secondo membro denota che il valore della 

quantità stessa va preso nei punti dalla parte D del contorno (vedi figura 4). 
Formiamo ora 


AA 
A 


e facciamone il differenziale. Otterremo 


dU = ASSI | cw (v dre) ay) S, ST*=dS,- Y dy. Gm dy. 
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Ma 
dS, = dy Xda, 
quindi 
= (X dx- Y dy) 
e perciò 
B 
[X ax. Y dy), = Gy [| (14 e: dy) Sa 
ÀDB 
Si ha 


(S2, = | (X dr- Y dy), 
ÁCB 
per conseguenza 


fx dx. Y dy. [x de vay [sc (vo e 


BCA ADB 


Edy) S 


D 


e finalmente 


[(X dx- Y ay) =[(87* A(X, Y).., Si) dx dy 
come volevasi dimostrare. 


4. Supponiamo ora che in un dato campo 2 semplicemente connesso nel 
piano delle due variabili x e y le due sostituzioni X e Y funzioni di x e y 
siano finite e continue e le derivate dei 
loro elementi siano finite e atte alle inte- 
grazione; inoltre si abbia 


0,0 
AX m). 
( e 0,0 
Presa entro X una linea s chiusa in- 
contrata dalle parallele ad x in due punti 
soli, pel teorema precedente sarà 


O, I 


(1) fxax.vay - (277) 


Fig. 5. 


in cui la integrazione deve supporsi eseguita a cominciare dal punto A di s 
piú vicino ad x. Suppongasi ora di cominciare la integrazione da un altro 
punto B qualunque di s. Avremo 


| X dx- Y dy = o (far Y dy) (fxdr Y dy) [fan Lay) 
Í j 


BACB ACBA 


-(fxee vay (jx de-Y dy] — (r5) 
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Quindi la relazione (1) vale qualunque sia il punto di s da cui si principia 
la integrazione. 

Suppongasi ora di avere entro X una linea chiusa s la quale possa esser 
tagliata dalle parallele all’asse x in più di due punti. 

Sarà evidentemente possibile spezzare il campo racchiuso entro s in altri, 
| ciascuno dei quali abbia il contorno 
incontrato in due punti soli dalle pa - 
rallele all'asse x e tale spezzamento 
potrà sempre eseguirsi mediante delle 
linee che partano da un punto del 
contorno. Nel caso particolare rap- 
presentato dalla figura 6, basterà 
tirare due sole linee AGB e CHB e 
otterremo il campo racchiuso da s 
spezzato nei tre 5,,6,, 6, € ciascuno 
dei loro contorni 


4; CIBO ss AR MODGAA , 
$, = AGBFA 


sarà incontrato dalle parallele ad x 
al più in due punti. 


HUE ET: 


Avremo ora 


A Lee rà 
(Pr PRG - rues 


ÁB A AB AB 


Quindi la relazione (1) vale qualunque sia la linea s racchiusa nel campo X. . 

Possiamo dunque enunciare il teorema: 

TEOREMA II. — Se X e Y (som. 0) sono due sostituzioni funzioni di x e y 
definite entro un campo semplicemente connesso E nel piano delle x , y ed esse 
e le derivate dei loro elementi sono finite e continue; e se 


KOC, Y)». = L0 


o,o)” 


avremo, qualunque sia la linea s chiusa che si prenda entro X, 


gaia den. on 


O,I 


Da questo teorema si deduce immediatamente l’altro: 
TEOREMA III. — Se per Ze X e Y valgono le stesse condizioni stabilite prece- 
dentemente e si prendono entro X due punti qualunque A, B il valore dell integrale 


[Xd Y dy. 
Á 
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esteso at punti di una linea che va dal punto A al punto B sarà indipendente 
da questa linea, purché essa sia tutta racchiusa en- T 
tro il campo È e ne restino invariati gli estremi. y 
Questo teorema è equivalente all’altro: 
TEOREMA IV. — Se per le X e Y valgono 
le solite condizioni, preso entro X un punto 
arbitrario fisso A ed un punto di coordinate x, y 


correnti, avremo che 
(x,y) 
/ X dx. Y dy 
A 


sara una sostituzione (det. 1) funzione mono- : x 
droma di x e di y. Fig. 7. 


5. Supponiamo ora di avere un cam po X piü volte connesso; mediante i 
tagli normali si riduca la superficie X ad essere semplicemente connessa. 


Se X (som. o) e Y (som. o) sono due sostituzioni che soddisfano alla 
condizione 


AR, Y m (2) 


0,0 


e oltre ad esser finite e continue hanno le derivate degli elementi pure finite 
e continue, consideriamo 


(5, y) 
[X dx-Ydy =S, 


A 


essendo A un punto fisso qualunque di X, 


Fig. 8. 


Entro X la sostituzione S sarà monodroma; ma non sarà tale più entro X. 
Per studiarne la polidromia vediamo le relazioni che passano fra i valori di 
S alle due rive di ciascuno dei tagli costruiti. 


WWW.rcin.org.pl 


276 XV. — Sui fondamenti della teoria delle equazioni, ecc. 


Prendiamo a considerare due coppie di punti BB”, CC” opposte alle due 
rive di uno dei tagli costruiti; avremo entro Y' 
B’ 


B. 
Ss = [Xdx- Y dy Sy = | X dx-Y dy, 
A i A 


Cc” 


E 
ec Wi nius nt pie na 
da cui risulta 
Sc=( [X 4v-Y 4y )Ss. 
B 


Su. ( fx de Y dy Sv. 


B’ 


6 el. el 
| X dx- Y dy =fxd | X dx-Y dy, 
B B B’ 
quindi, 
Se Se =$ Sp T. 
e per conseguenza 
Sc T7 Sc T, 
Sy ahy f. 


Possiamo quindi enunciare il teorema seguente. 

TEOREMA V. = Se entro una superficie più volte connessa È si hanno due 
sostituzioni X (som. 0), Y (som. o), finite e continue insieme alle derivate degli 
elementi e tali che 

} f 0,0 
A Q6, Ves = (77; 


la sostituzione 
(x ,») 
.S—Í[ Xdx- Y dy 


A 


non sarà in generale monodroma. Eseguiti i tagli che rendono X, una superficie 
semplicemente connessa X' e considerando S entro X', avremo che esisterà per ogni 
taglio una sostituzione costante, tale che i valori di S ad una delle rive del taglio 
saranno eguali a quelli di S all'altra riva moltiplicati a destra per la sostituzione 
costante. 


6. Non si avrebbe difficoltà a ritrovare i teoremi correlativi ai precedenti 
relativamente agli integrali destri. 
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$ 7. - PARAMETRI DIFFERENZIALI DEL SECONDO ORDINE DI UNA SOSTITUZIONE. 


1. Abbiasi una sostituzione S = eol (det. 1) funzione di due varia- 
bili x e y. Si formino 


MON MINE 
x-( )- ] =$ 


avremo (vedi $ 3, Art. 9) 


ax, Ve, =(0 o: 


Si consideri 


A(—Y,X.,,, 
che rappresenteremo col simbolo : 
AS, 
o anche col simbolo 
AB. y. 


Analogamente, posto 
d 
X, =S- , Va=S7 
si consideri 


A CY y O e 


Chiameremo A,S e A7 S i parametri differenziali secondi di S sinistro 
o destro. 


Avremo 
Ar sn, L+ Hep] 
(I) A;S-A'— Y, X), =: T dè | 
(dx PS png 2 TN 
ma | 
(E + RIM E rh sb 9) 


0,0 ^ 
| )- 405 Y», wu su dè: 
li AT Y) > “de add t a] 


quindi si otterrà un'altra espressione per A) S 


| dia) da atai HOS d (B 4- B) | 

(II) ROM de To dy ae - 1 
EA ERICA i sp ALZI, \ 
\ dx dy ? 


Se finalmente sostituiamo per a,B,Y,8,%.,B,Y:,0:, i loro valori 
espressi mediante A, B,C,D e le loro derivate, avremo una terza espres- 


Www.rcin.org.pl 


278 XV. — Sui fondamenti della teoria delle equazioni, ecc. 


sione per AS, cioè 

(III) ALS 

d(A,B)' 
d (x ,y)| 


4(B,C) 4(A,D)|' 
d(x,y) d(x,9)! 


I 2 2 2 2 d(A,D)  4(B,C) 2 2 
5 (DA*A—AA D+BA*C—CA*”B)+ ES a pr AA°B— BA°A+2 


DA°C—CA°D+257 5 , È (AA*D—DA*A+CA"B—BA"C)+ 


ove si è denotato col simbolo A* f la espressione =; + I. , e col simbolo 
= E. , il determinante funzionale delle f e 9 rispetto ad x e y. 


2. Cominciamo dalla trasformazione di A,S. 
TEOREMA I. — Sia 


. Y d 
E+in=f(a+%),, o = mod. D; 
i W a,b 7 de «Py. 

A S, m2 ; ME WAT 


avremo 
f; 7, (E a, pap 
A fr 97,098) 
che si potrà anche scrivere simbolicamente 
Atei = e A9, > 


Questo teorema risulta immediatamente dalla forma (III) sotto cui fu 
posto A;S nell'articolo precedente. 

Se ne deduce immediatamente: 

TEOREMA II. — Se due campi X. e M sono rappresentati in modo conforme 
l'uno sull'altro, ogni sostituzione S funzione dei punti del campo X che 


soddisfa in X alla condizione A, S = (o i o) conserva, trasportata in X , il mede- 


simo carattere. 


3. Sia S = lo 5) (det. 1) una sostituzione funzione di x e di y tale che 
; 0,0 
Aid [oi 
«,p UN _ ds ar, Br fl di S 
la) mo d. da sodi EEA 


Cain Y, o uis (25) 


0,0 


posto 


avremo 
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Supponendo che X, Y siano finite insieme alle derivate dei loro ele- 
menti entro un campo sc il cui contorno sia s, sarà 


xoc mem) 


1, O 


Ora se x è la normale ad s e le direzioni positive di z ed s sono tali che 
la coppia (x, s) è congruente ad (x,y), avremo 


Xd TAMEN tud Te he sp ge | 
| (v — 5) as o + (8 — 3.5) | 
re rugja s Een Eja] 
Mii | 
| (v tr as , i (85-8 Jas | 
| + (o O jas ; (a B Jos | dS js: 
= ( LI , 
| ie Besana ^ Armee, jet 
quindi 
wer ie. 


da cui il teorema: 
TEOREMA III. — Se si ha una sostituzione S (det. 1) definita in un campo X. 
limitato da un contorno s entro cui essa e le derivate prime e seconde dei suoi 


elementi sono fimite e continue, e se 


QU*€?7210 


ove n denota la normale ad s. 


4. Se si ha la sostituzione S (det. 1), tale che 


Vet 0,0 
Mb 
posto 
aS dS 
To as 
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risulterà í 
i 0,0 
A, EY, Mii = DEE 
quindi (vedi $ 3, Art. 9) 
Xdy.(— Y) dx 
sará un differenziale esatto. Poniamo 
fxay.—v) dx =S,, 


avremo 


quindi 
As Si SN A'(— Y, , dass as A'(— X — Y. 


0,0 

Donde il teorema: 

TEOREMA IV. — Se si ha la sostituzione S (det. 1) tale che 
A, du C x 


0,0 


esisterà sempre una sostituzione contugata S, (det. 1) tale che 


Abe fee 
0,0 
e 
as 2 S as dS: 
de UM AE Ca. 


5. Non si avrebbe nessuna difficoltà a trovare, per il parametro differen- 
ziale secondo destro, i teoremi corre/ativi a quelli enunciati precedentemente. 


$ 8. — GENERALIZZAZIONE AL CASO DI UNA SOSTITUZIONE QUALUNQUE. 
1. Nei precedenti paragrafi ci siamo limitati (per presentare da principio 
il caso più semplice) alle sostituzioni del secondo ordine; i risultati trovati si 
possono però estendere alle sostituzioni di ordine x senza alcuna difficoltà. 
Daremo qui un cenno di tale estensione. 


2. Abbiasi una sostituzione 


/ 
Arr Ur)” lin 


S = 


) dax s a2 0° an (det. 1) 


pulv. 311, Ann 


\ 4 


i cui elementi supporremo possedere una derivata determinata e finita. Deno- 
teremo col nome di differenziale sinistro e destro di S le sostituzioni : 
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ey , dra + da, MT, dis 7l da, 4) {Ar s X12 ira 
de — 7098 + da, , 45, + da, 3 Lan + daan 


j? + danı, Ono + dans ys Ann + dann | pr pte, Ann, 
w 3 Az iw t eT Ys + da, y» tis E eed 
4 


4.41€ 9. ww» ek. Wie 9 94 N 


TS a s. CUOTA tit I ue EI DA AA RNA O COTA A AAA i a 


\ 


Se A; è l'elemento reciproco ad a;; nel determinante di S, avremo 


[1 + 2: As; da;,; , Zi A; da,; y TATE 2: Ani da,; 


dS mu | DA da; I +2; As; da, ; E 5 Sud dol 


PASAN gear Ada | 
PD WU TERM SE Hd 

MO | SA db. Quellcode S YS AL da 

| EL. SAL dee esL TU XE As das 


Chiameremo rispettivamente derivata a sinistra e derivata a destra le 
sostituzioni 


da dari da: i 

2; A, i T , à; Az; e , , 2; An de 

dazi dazi i daz 

(1) 4S ca ride P gin 


Ere «UM. eo e a de oir e eroi a» o. 0 die cè 6 d ele 


e avremo 


Arr y Ar) tt, Qin 


$ di: dg. 4*5 A T €. 


Anı s Q525** * ; Ann 


som. (s A = E, X; As Lit =0. 
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Le (I) e (II) potranno scriversi 


da da da ; ved 
n , m es Fa | Arr y Ar) s Qin s 
ds | A AS 
xL wm A A AA i A 
Fr RED A eat IMA ET Pe 1 PD Rp 
dani dani dann 
Zr ! 2e? > dx \Anx >» Anz) s Ann | 
; EL n darı darz darın 
a a ..., 8 Urt —— mI Mes 
| 11 » “za y , CA TL ra ria 
OS aid kaaa i de e onto: 
NR A EA S A 
dan: danz dar n 
Anı 5 C525 * "Ann, dx ' dx o i de 


I teoremi dimostrati nel $ 1 valgono evidentemente senza modificazione anche 
nel caso în cui si tratti di una sostituzione d'ordine qualunque. 

Per trovare, come abbiamo fatto nell'Art. 9, $ 1, tutte le sostituzioni la 
cui derivata sinistra è una sostituzione costante, osserviamo che se 


et. E BE 0 


ORAL GIRO DE RT a a 
avremo 
Àr 5 ME , ,0 
dS QUNM As $ A | 


e * , 10) , [9] , Oo y^ , Oo 
Aix ¿e 
Xe b e a O * (0) 5 yO 
a x Le Aex 
(n) abus xe , Fi , 8 td 
S"; id yA 
x3 A.X E y E A.x A. £ 
nodi xe e 
1-2-3 , 1:2 , , , , (0) 
Pre r —2 r —3 r —y4 
Se: P adu zi. ME A A pu 
| (ri — 1)l ? ora 2) (rs — 3)! (i 4)! deles 
e 
er DAR 
= "x 2S. PA; 
s=] SA SS f 2,7%: o, 
si avrá 


$— 6 | Ut? ve. EN US? 
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ove 
i. x 
gi $ O , O , ,0 
s AE —X. x 
— Xe t 4 e 3 À O $ š O 
E ILLA i. x —.x 
Po ie í = xe ; EU 5:50 
— x3 EA, 00 MS MOS — À, x I 
i na AP e i 
1-2-3 : 1-2 ? q E: 
Mi Y r—2 ALS 
r—]i X445 x f—a X? —;x PS. ret vm Judge EN Na 
peo i E os B 1 —I)* ———— e z => ys ra t es4 t 
CU E VE ta e Te nn 
e quindi 
as 
ELT 
dx 
ove 


E E To? Te? cf TOM 
I 2 b 


e la sostituzione TP? è di ordine 7, ed è data da 


dre arene 9 retio? Bo to oe "v $ 


Abbiasi ora una sostituzione costante qualunque 


/ 
Qi; 5, Za )** Qrin 
lar s da ,''** 


a 
A= Pra (SOM: 0) 
\Anx s Ona” * o, Onn 


Poniamo A sotto la forma normale; avremo 


A=B 


Gr ira) (7) 
(6 Te PS È 
ove B è una sostituzione costante a determinante eguale ad 1. Ne seguirà che 


d —1 (71) cq) (r ) 
AE E e api dol Aa 


c|=A, 


e quindi la sostituzione più generale la cui derivata sinistra è A , risulterà 


VB" 


(r) cG;) (rj) 
«ad MESE (C 


ove C é una sostituzione costante arbitraria (det. 1). Le A; sono radici del- 
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l'equazione di grado z 


Ax — A » Zia , sirin 
Aar » Ca A , s lan =0. 
Ani s nı sets Quan — À 


In particolare se questa equazione ha tutte le radici 2, , Az - - - A» diverse 
fra loro, la V prenderà forma 
e : o, ^ lo) 
|o A) 


3. Il concetto di integrale destro e sinistro di una sostituzione può egual- 
mente estendersi alle sostituzioni d'ordine 7; così se si avrà la sostituzione 


b n (Uro è e 

oU 0 

(3) az s X22 3 2n vim O) 
fu s nz stenn j 


definita per tutti i valori di x in un intervallo (5. - -9), diviso (a partire da £) 
questo intervallo in z parti %, ,%,:--%,, denotando con (a;s), un valore di 
xs compreso nell'intervallo 4,, formeremo i due prodotti 


LEA (lez » h, , fat, » h, Pigs (CA n)r hy | 
| (Atar » h, I 4T (A X hy UA (CA n)r h, 
| (0 1) A, y (A a)r A, 31124 Flann) h, j 
M "T (Ce » hr , £^ » h, $5 (CA »)r h, j 
II | E ) hr sut + (& Jr h, o (aa n)r Ar \ 
| (cn 1) h, , (CA 2)r h, gi Hann) h, j 
e ne cercheremo i limiti, quando le 4, , 4, ,- : +, 4, tenderanno a zero. Se questi 
limiti esisteranno, essi saranno rispettivamente l'integrale sinistro e l'integrale 


destro della sostituzione (3). Z teoremi del $ 2 possono estendersi senza modi- 
ficazione alle sostituzioni d'ordine n. 


4. Per le sostituzioni di più variabili e di ordine 7, avremo che il dif- 
ferenziale primo potrà porsi sotto la forma 


dS = [ [; S: dx;, 
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essendo le sostituzioni S; sostituzioni d’ordine » con la somma dei termini 
in diagonale eguale allo zero. 
Se 


Y 
n » da ,** lim | 


Semi 


e o VE wea ¡RA è 


risulterà 


$ $9 ‘gato ew E exe 9 v4 9 W «*. TR RA IR EC AA 76 


dani dan dani 
A Aage oi Lr co | 


d d AXy T dx, 
dz 49 ACE AA DOR. su ; di 
Ani ! : ML Ani 
dx, (z; A;; d. A ) , dx, (z: A.; 2 , , ax. (E, A, de) 


mentre, posto 


" ds I," d*S 
d°S=II yp dai. II? Zu d dns 


r< 


si avrá 


iT d Y dar i d ì i dar 3 I d i : da: f d yv. ] dar A \ 
6E ASA 7 T2 è 2A SE (E A ni y mR dx, Ani dx, | 


woe qos uM WW 9 NUN «Le PR SR «wa (US uc a Redi V «ww. 94,9, *« e v vit 6 s «€ 9,» «s 


Da queste formule si deduce immediatamente la condizione affinché una 
espressione differenziale sia un differenziale esatto ©. 


Dinotiamo infatti rispettivamente con a(?, l'elemento della linea 7 


della colonna 4 della sostituzione 2> e con X l'elemento della linea 7 e 


2 


della colonna 4 della sostituzione ducc 3 zy > avremo 
, X. Xs, 


al” da; da? dat 
(4) O a= (E de 


(1) Vedi la nota inserita alla fine (p. 289). 
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Ora 
dll dl y, (de daig dAke deg ) 
de. Ia UN de, di P tg s 
Dalle (4) si deduce 
da; r 
PI 
quindi 
dAis da; E (») dA, 
ES vee Det 7 = X, 2 Gg X — « s , Lg Atg N^ 
Ma 
: (LI (ses 2), 


ii OE N> 


onde derivando rispetto ad x; 


Xj TE Ay, + Eg a, © o 


' e á 
i B al mul Ar — Apo a, 
da cui 
nd uec maed, 
pa A T Has D d a d 
e e eee) Mee — ea) 


Avremo dunque 
dal) 
ik I (s) (7) (7) , (s) 
— X ei tA — s a) 


come pure 
G) |, (0 . 


dal) 
ae gm a 
Ag = di, tI, (a $04 Y 


Ne segue che le condizioni affinché 


IL S, dx, , 


(6) 
sia un differenziale esatto di una ‘sostituzione Z S , risulteranno 
(7) (5) dal fe 
[APRO y DE E, (aO au, e a”) = o (1,5=1,2:+:M,7=25) 
de | A Az (1,k=1,2:+-2). 
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Denotiamo ora con T; la sostituzione che si ottiene da T derivandone 
tutti gli elementi rispetto ad x, e supponendo X , Y sostituzioni funzioni di 
x e y, poniamo 


NC, wm? EE CE Ayrsbassey: 


In tal modo otterremo 


49 459 A A RO 


\ Unir s Pnz 00% Unni 


quindi le condizioni affinché la (6) sia un differenziale esatto si esprimeranno 
con i $ 
, 
A(S.,S),,. =0 (rires 1,3, 
ove col simbolo o si intende di rappresentare una sostituzione i cui elementi 
sono tutti nulli. 


5. Posto X — E si otterranno immediatamente le formule 
(7) (S. TS) =S "(Ts +TX-—XT)S, 
A 
e posta T -« y Rm 26 
GN. sS OO ERA XXS; 
essendo X = = 
A 


o=A(X,ADeis = Xii —X,+ X,X—XX,, 


quindi 
(S; 295,25 (X9. 


Ma 
(SC YS). ve "(Yi4 YX — XY), 


onde sottraendo 
($. ME #00 XS = (WA, Y», 2s. 


Questa formula comprende come caso particolare il teorema I del $ 4. 
Analogamente si ottengono le formule che comprendono gli altri teoremi di 
quel paragrafo. 

Sarà quindi facile riconoscere che queste condizioni, oltre essere neces- 
sarie, sono anche sufficienti affinché la (6) sia un differenziale esatto. 

In modo pure perfettamente analogo si generalizzano le condizioni di 
monodromia di una sostituzione di due variabili ottenuta integrando un diffe- 
renziale esatto, come pure ciò che si riferisce alla integrazione multipla. 
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6. Resta ancora da vedere la forma che assume il parametro differenziale 
secondo sinistro di una sostituzione funzione di due variabili nel caso in cui 
l'ordine sia z. 


Perciò pongasi (essendo S funzione di x e y) 


MELI EJ 

mu a = 
mq ; Ara Mee Ao TA led 
Nas d Marig Maa jt anl y = | Par Ba yt ey Bon 


AR DEIA PRA ARAS A e TORTE UR A IR i at vM) 


\ Anr s Anos’ 03 Ann, \ Bar o Brass sr Ban] 


Avremo 
ACE 1 YS 54605 
AS A Y O 
e quindi (vedi Art. 3) 


d (an — Br). y dà cuci Pera Ban) | Alen de Bia) 
y 


dx 1 dx dy | 
AA ANC, A E Ode 
3 ERU! d (anı + B» 1) METÀ d (Ann — Ban) d (Ann + Ban) 
dx + dy : í dx di dy | 
Ora se 
Ax rA2 3 s lrn 
& n. y Qu > op 
\ Anr s 752, x Ann | 
avremo 


daj da; 
cd Bi Ae e Aa 


d (a; — Biz) se d (as + Bit) 
dx dy 


dA; Se CAVA do [2 dai, PS dA py zu). 
= E, Ag A aa + (ta ta de di 


Si ha inoltre 


A [oO 
yg lig kg = 1(4=0, 
e derivando , 
Ze Jm Aig | Žu A4; —7 e = O, 
d? A d? lig dA dag zu 
E, Ja" Qig + E. Are dx? Lula LY, dx aU o, 
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onde 


dA 23 dk da; 1 : È ^ 
(5 A 4 + E ca = — sd A Ag — > Ze Arg A Big. 
Ne segue che 


d (tig — Biz) + d (os + Big) 
dy 


j 3 d (aig , A 
dx = E (Ay A Gig — dig À Ag) + 2 d (Gig Akg) 


To wt.) 


Avremo dunque che il parametro differenziale secondo sinistro d'una 
sostituzione potrà scriversi 


ACE ad Var s V22 5^ * "> Van! 
2 — , 


sad wd e e CEYO 


con 


Va = + Ly (Aag A? aig — Gig A? Arg) + Èe REN 


NOTA AL $ 3, ART. 7 E AL $ 8, ART. 4. 
Si tratta di risolvere la questione: Dato un prodotto di sostituzioni infinitesime 
n 
II; X; dx; 


trovare le condizioni affinché esso sia il differenziale di una sostituzione S. 
Denotiamo con Sx, la sostituzione che si ottiene da S derivandone tutti gli elementi. 
rispetto ad x,; dovremo avere 


dS , =I 
X; = > = Sr, S 
onde 
Sx, = X,S 


e derivando rispetto ad x; 
(Sz). = (X9) S + X, S}, = (X). S + X, X, S = [(X)2, + X, X] S; 
scambiando x, con x; il primo membro non deve cambiare, quindi 


(X. + X, XJS = [(X5)x, + Xs Xp) S, 


vale a dire 


(Kar, AF (X4. + x X, — A X =A’ (Xs Xs, x, = 0. 
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